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Analisis de Markov

La matriz de transicion, probabilidades de los estados de transicion.
Estados de una cadena de markov
Probabilidades del estado estable




Analisis de Markov

El analisis de Markov es una técnica que maneja las
probabilidades de ocurrencias futuras mediante el
analisis de las probabilidades conocidas en el
presente. La técnica tiene diversas aplicaciones en
los negocios, incluyendo analisis de la participacion
en el mercado, prediccion de deudas incobrables,
prediccion de |a  matricula  universitaria,
determinacion de si  una maquina se
descompondra en el futuro.




Matriz de Probabilidad de
Transicion

El analisis de Markov hace la suposicion de que el

sistema comienza en un estado o una condicion
inicial.

La matriz de probabilidad de transicion muestra la
probabilidad de un cambio.

Esta matriz de probabilidades de transicion
muestra la probabilidad de que el sistema cambie
de un periodo al siguiente. Este es el proceso de
Markov que nos permite predecir los estados o las
condiciones futuras.



Matriz de
N-Pasos

Una matriz de
transicion para una
cadena de Markov de

n estado es una
matriz de n X n con
todos los registros no
negativos y con la
propiedad adicional
de que la suma de
los registros de cada
columna (o fila) es 1.

Pu P12 P13 ---  Pin
p-|Pr P2 Ps .. Powm

Pni Pn2  Pn3 s Pnn

La matriz P define una cadena de Markov. Tiene la
propiedad de que todas sus probabilidades de
transicidn pij son estacionarias e independientes a
lo largo del tiempo



Ejercicio 1.
Baje de www.ucrenop.com el archivo de excel con el nombre:
Sesion 12 ejercicios de analisis de markov 1.

Un juego de lanzamiento de dados utiliza una cuadricula de
cuatro casillas. Las casillas estan designadas en sentido
horario como A, B, Cy D con retribuciones monetarias de
S4,-S2, -S6 y S9 respectivamente. Comenzando en la casilla
A, lanzamos un dado para determinar la siguiente casilla a la
gue nos moveremos en el sentido de las manecillas del
reloj. El juego se repite utilizando la ultima casilla como
punto inicial.

a) Exprese el problema como una cadena de Markowv.

b) Determine la ganancia o pérdida esperadas después de
lanzar el dado 2 veces (con excel) y luego 5 veces.

Tomado del libro Investigacion de Operaciones Taha 9 edicion.


http://www.ucrenop.com/

Para las operaciones con matrices
mas complejas podemos utilizar
nerramientas mas potentes.

% WolframAlpha e

Enter what you want to calculate

#NATURALLANGUAGE *  of () AW

Compute expert-level answers using Wolfram’s breakthrough algorithms, knowledgebase and Al technology

Mathematics » Science & Technology » Society & Culture» Everyday Life»
3?4 Step-by-Step Solutions &é Units & Measures g People (?-\ Personal Health
Y %
& Elementary Math ﬁ Physics @ Arts & Media "] Personal Finance
e
x21 Algebra .ki{ Chemistry m Dates & Times w Surprises
C
7_*4 Plotting & Graphics (g% Engineering yyggl% Words & Linguistics @ Entertainment

B . A . o — . .
J ft)dx Calculus & Analysis 4% Computational Sciences q Money & Finance @ Household Science

FYVVYY




Para averiguar el resultado de lanzar el dado 5 veces
es necesario elevar la matriz a la 5.
Seleccionamos la opcidn para trabajar con matrices

% WolframAlpha e

[ Enter what you want to calculate v 8 ]
¥ NATURAL LANGUAGE * v of UEOR W 9w e
VECTORS & MATRICES

[os] [oms]  [omnd




% WolframAlpha e

[ Enter what you want to calculate =] ]

#NATURALLANGUAGE *  af AN G | eee

| ooo | |

4x4 matrix

\

Seleccionamos la opcidén para una matriz 4 x 4




Se nos abre una pizarra sobre la que podemos digitar
las operaciones que deseamos realizar.

Procedemos a llenar |la caja de dialogo que nos da
WolframAlpha.

% WolframAlpha i

o8

\ /

#NATURALLANGUAGE * + of NN W w e

VECTORS & MATRICES

[ce] [oes] [emnd




Una vez que tenemos digitada la matriz, la vamos
a elevar a la quinta potencia

% WolframAlpha e

(12 2 1)
6 6 6 6
1122
6 6 6 6
2112 oa
6 6 6 6
2211
(6 6 6 6)
#NATURALLANGUAGE *  of AN Gy e




Para elevar |la matriz utilizamos el
acento circunflejo que tenemos
en nuestro teclado




Con tu mouse te colocas en la pizarra y en ella podras
realizar las operaciones que desees, en este caso, vamos
a utilizar el acento circunflejo (*) para elevar la matriz

a la quinta potencia.

RN o =

| = = OIN N

= O

—

N = = N




Posicionada o
posicionado en la
pizarra digitas el
acento circunflejo,
automaticamente
wolfram te coloca

la casilla para que
escribas el niumero
al cual deseas
elevar la matriz

—~—

AN OIN O|= O =

-

AN O= O|[= O

ON|= O|= OIN N
A|= OOIN OOIN O =

——
" -

| .



Para
averiguar lo

que
obtendrias
si lanzas el

dado 5
veces,
elevas la
matrizala 5

—~—

_——

-

1 2 21
6 6 6 6
11 2 2
6 6 6 6
211 2
6 6 6 6
2 21 1
6 6 6 6

S



Apretamos el igual para obtener el resultado

(122 1)°
6666
1122
6666
2112 (B:l)
6666
2211
(6 6 6 6)




% WolframAlpha e

Tu pizarra — .

o= o= O|IN O|IN
= N N o=

#NATURALLANGUAGE * + of BN W aw e

Seleccion de
. —_—
operaciones

Input
1 2 2 155
6 6 6 6
11 2 2
6 6 6 6
i 2 112
Pizarra de R
respueStaS 6 6 6 6
Result

973 973 971 971
971 973 973 971
971 971 973 973

1

973 971 971 973
3888 [ J




Input:

(1 2 2 115 Copias esta respuesta en tu excel
6 6 6 6 cuando resuelves los ejercicios de
1 1 2 2 Markov de tu examen.
g ? ? g Si tu posicion inicial es Cy lanzas
= = = = el dado 5 veces para caer en B cual
6 6 6 6 es la probabilidad de que eso

| 2 2 11 } ocurra:
6 6 6 6

Result:

(973 971 971 973\

. 1973 973 971 971
3888 | 971 973 973 971
(971 971 973 973,




Estados y
probabilidades
de los estados

Los estados se utilizan
para identificar todas

las condiciones
posibles de un proceso
o sistema. Después de
identificar los estados,
el siguiente paso
consiste en determinar
la probabilidad de que
el sistema esté en
dicho estado.

La informacion se coloca en un vector
de probabilidades de estado:

7 (i) = vector de probabilidades de
estado para el periodo i

= (77"1! T0oy 703y =n= ”n)
Donde:

n = numero de estados

7, 7y, --- , T, = probabilidad de estar
en el estado 1, estado
2, ..., estado n

Si sabemos con certidumbre en qué estado
se encuentra:

z(1)=(1,0)



Ejercicio 1.

Ahora debemos calcular una probabilidad absoluta

para contestar la parte b. Esta probabilidad esta
dada por:

a"=a% p"

En donde a° es la situacién actual y p" es la matriz
de transicion a n pasos.



Probabilidades de transicion
absolutas y de n pasos.

a(l) — a(O)P
3(2) — a(l)P — a(O)PP — a(O)Pz
G = q@Pp = qOp2p = aOp3

a(n) — a(O)Pn



Ecuaciones de
Chapman-Kolmogorov

La matriz P" se conoce como la matriz de transicion
de n pasos. A partir de estos calculos podemos ver

que:

P" =P 'P

P"=P"""P" 0<m<n



Ejercicio 2

Tomado del libro Investigacion de Operaciones Taha 9 edicion.

Cada afno, durante la temporada de siembra de marzo a septiembre, un
jardinero realiza una prueba quimica para verificar la condicion de la
tierra. Segun el resultado de la prueba, la productividad en la nueva
temporada puede ser uno de tres estados: (1) buena, (2) regular y (3)
mala. A lo largo de los anos, el jardinero ha observado que la condicion
de la tierra del afio anterior afecta la productividad del afio actual y que
la situacion se describe mediante la siguiente cadena de Markov:

Estado del

sistema

este ano

1 2 3
Estadodel (1/2 5 3
P = sistemael <210 5 5
siguiente aio | 3\ 0 0 1



Ejercicio 2

Ahora suponga que se decide mejorar la productividad de la
tierra tratando la misma con un fertilizante organico vy la
matriz de transicion que se obtiene es la siguiente:

1 2 3
1 /30 .60 .10
P,=2(.10 .60 .30

3\.05 .40 .55




Ejercicio 2

La condicion de la tierra inicial es buena al® = (1,0,0).
Determine las probabilidades absolutas de los tres estados
del sistema depués de 1, 8 y 16 temporadas de siembra.

1 2 3
1 /.30 .60 .10 Debemos elevar a la
—— Q8yalal6lamatriz
P, = 10 .60 .30 inicial y multiplicarlo
3\.05 40 .55 por la posicién actual.



30 .60 .10
al=@1 o0 0)[.10 .60 30|=(30 .60 .1)
05 .40 .55

Para el ano 1




Estados de una Cadena de Markov




Estados Absorventes

En los ejemplos estudiados hasta ahora,
suponemos que es posible que el proceso o
sistema vaya de un estado a cualquier otro, entre
cualesquiera dos periodos. Sin embargo, en
algunos casos no se puede ir a otro estado en el
futuro. En otras palabras, cuando se encuentra en
un estado dado, este lo “absorbe”, y permanecera
en ese estado. Cualquier estado que tiene tal
propiedad se [lama estado absorbente.




Estados Transitorios

Por el contrario en estos estados los procesos son
de paso, pero pueden ser visitados un numero
finito de veces.




Ejercicio 3. Clasifique los estados de las
siguientes cadenas de Markov

1
2
0
1
3
0

o O O B
O W = K
—_— W= O O



Ejercicio 3. Clasifique los estados de las
siguientes cadenas de Markov

Siguiente

/ 2 3 4

Recuerde: l l l
\ (2 & 1 0
Actual ’ () O 1 O
! 1 1
3 0 3 3
“\0 0 O 1



Los estados 1,2y 3
son estados
transitorios mientras
que el estado 4 es
absorvente

1
1
2
21 0
1
3
0

O O O R=w
O Wi = A= w
— W= O O &




Estados Recurrentes

Son aquellos que regresan a su estado de
origen.

Los estados absorventes por su naturaleza

son todos recurrentes, una vez ahi, entran en
un ciclo.




Ejercicio 3. Dadas las siguientes matrices de transicion de un
solo paso de una cadena de Markov, determine las clases de
las cadenas de Markov vy si son recurrentes.

Estado
0

oSO = O
O RI= = O =

W N =
O - O DN
- O O O W

1
2




O wi= = O

O NI= N =

El estado 1 es
absorvente, los
estados 2y 3 son
recurrentes y el
estado 4 es
transitorio.




Probabilidad de estado estable

Las condiciones de estado estable existen si las
probabilidades de estado no cambian después de
un numero grande de periodos.

Es decir no cambian aunque se agregue un paso
adicional.

T P

e

|
e



Ejercicio 2

Para determinar la distribucion de probabilidad de
estado estable del problema del jardinero
tenenmos:

(77'1 () 77'3) = (7T1 7 7T3) 1 .6 3




Convertimos a

3 6 1 variables de ;=X
. . ' decision _
(my mom3)| 1 6 3 =Y
05 4 55 =L
3 .6 1

(XY Z) 1 6 3
05 4 55




3 6 1
(xXvyz) | 1 6 3
05 4 55

Procedemos a multiplicar las matrices y obtenemos:

X=0,30X + 0,10Y + 0,052
Y =0,60X + 0,60Y + 0,40Z
Z=010X+0,30Y + 0,55 Z Para resolver el sistema

de ecuaciones agregamos
X+Y+27=1 > esta equacién, ya que sabemos que

las probabilidades deben

sumar 1

Resolviendo este sistema de ecuaciones encontramos las
probabilidades del estado estable del problema del jardinero




Con este botdn borramos la pizarra

% WolframAlpha

—
w

N\

o8

DN o= o= N
= = N DN
= N N O =

~

AN N O = O =

#NATURALLANGUAGE *  9f AN gy eee




Supongamos que queremos resolver la siguiente ecuacion:
3X+1=5
Escribimos en la pizarra la ecuacion:

# WolframAlpha e

[ 3x+1=5 [ %) B]

QNATURALLANGUAGE *  of () AN Gw e




3x+1=5 (x N =|

Bk NATURAL LANGUAGE [SPYISCRNETES * o df () ANV A e

Input
3x+1=5
Plot

6 /

4

2
-2 -1 1 2

-2
——3x+1
-4
—5
Alternate forms
3x=4
3x-4=0
Number line
L]
1.0 1.2 1.4 1.6
Solution Approximate form | [ [ Step-by-step solution |
4

X =

3




X=0,30X + 0,10Y + 0,05Z Para resolver este sistema de
Y = 0.60X + 0.60Y + 0.40Z ecuaciones solo ocupamos dos de

las tres ecuaciones (puede ser

Z=0,10X+0,30Y +0,55Z cualquiera de esas 3) més la
X+Y+Z=1 ecuacion que esta igualada a 1.

% WolframAlpha e

[ X=0.30X+0.10Y+0.052,Y=0.60X+0.60Y+0.40Z X+Y+Z=1
3k NATURAL LANGUAGE *  of () W

Resolvemos

Vea que los decimales en wolfram estan separados por puntos NO con comas,
si usas comas te dara una respuesta incorrecta ya que las comas se usan para

separar las ecuaciones.




¥ WolframAlpha e

[ X=0.30X+0.10Y+0.05Z,Y=0.60X+0.60Y+0.40Z X+Y+Z=1 [ x ) B]

aNATURALLANGUAGE *  of () A

Input

{X=0.3X+0.1Y+0.0SZ,Y=0.6X+0.6Y+0.4Z,X+Y+Z= 1}

Solution ( [vf Step-by-step solution ]

X = 0.101695, Y =~ 0.525424, Z ~0.372881

Probabilidades del Estado Estable




Ejercicio 4.
Estado estable.

Una tienda inicia una semana con al menos 3 PC. La demanda por semana se
estima en 0 con probabilidad de 15%, 1 con probabilidad de 20%, 2 con
probabilidad de 35%, 3 con probabilidad de 25% y 4 con probabilidad de 5%. La
demanda insatisfecha se deja pendiente. La politica de la tienda es colocar un
pedido para entregarse al inicio de la siguiente semana siempre que el nivel del
inventario se reduzca por debajo de 3 PC. El nuevo pedido regresa las existencias

a5 PC.

a) Exprese la situacion como una cadena de Markowv.

b) Suponga que la semana se inicia con 4 PC. Determine la probabilidad de que
un pedido se cologue al final de dos semanas.

c) Determine la probabilidad a largo plazo de que no se cologue ningun pedido
en cualquier semana.

d) Siel costo fijo de colocar un pedido es de $200, el costo de conservacion por
PC por semana es de S5y el costo de penalizacién por computadora faltante
es de $20, determine el costo del inventario esperado por semana.



b) Para determinar que un pedido se coloque al final de la segunda semana
debemos multiplicar la matriz de la posicion inicial por la matriz de la cadena

de Markov elevada al cuadrado

¥ WolframAlpha gz

015 0 0.85)2
(0,1,0).| 0.2 0.15 0.65 (x M =
0.35 0.20 0.45

QNATURALLANGUAGE *  of () W dw

Input interpretation
015 0 0.85)2 Note que para la multiplicacion entre
0,1, 0'-[ 0.2 0.15 0-65] estas dos matrices usamos un punto.

035 0.2 045 o
R/ La probabilidad de colocar un
Result pedido al final de las 2 semanas es de
{0.2875, 0.1525, 0.56} 56%




% WolframAlpha iz

[ {0,1,0}*{{0.15,0,0.85},{0.20,0.15,0.65},i 7 &

J5o * st Examples o2

Input:

0.15 0 0.85)2
0, 1, o;.[ 0.2 0.15 0.65]
0.35 0.2 0.45

Result:

(0.2875, 0.1525, 0.56)




Ejercicio 4.
Estado estable

Una tienda inicia una semana con al menos 3 PC. La demanda por semana se
estima en 0 con probabilidad de 15%, 1 con probabilidad de 20%, 2 con
probabilidad de 35%, 3 con probabilidad de 25% y 4 con probabilidad de 5%. La
demanda insatisfecha se deja pendiente. La politica de la tienda es colocar un
pedido para entregarse al inicio de la siguiente semana siempre que el nivel del
inventario se reduzca por debajo de 3 PC. El nuevo pedido regresa las existencias

a5 PC.

a) Exprese la situacion como una cadena de Markowv.

b) Suponga que la semana se inicia con 4 PC. Determine la probabilidad de que
un pedido se coloque al final de dos semanas.

c) Determine la probabilidad a largo plazo de que no se coloque ningun pedido
en cualquier semana.

d) Si el costo fijo de colocar un pedido es de $200, el costo de conservacion por
PC por semana es de S5y el costo de penalizacidon por computadora faltante
es de $20, determine el costo del inventario esperado por semana.



c) Para contestar la probabilidad de no colocar ningun pedido en el largo plazo

ocupamos las probabilidades del estado estable.

P(tl m2 m3) = X= 0,15X + 0,20Y + 0,35Z
Y = 0,15Y + 0,207
= 0,85X + 0,65Y + 0,457
X+Y+7=1

¥ WolframAlpha

computational
intelligence

[ X=0.15X+0.20Y+0.35Z,Y=0.15Y+0.20Z X+Y+Z=1

o8

% NATURAL LANGUAGE IR AGRLLINS

Input

[X=015X+02Y+035Z,Y=015Y+02Z, X+Y+Z=1|

Solution

X = 0.27439, Y =0.138211, Z = 0.587398

* v of () W 9w

La respuesta seria la suma
de las probabilidades de
arrancarcon 304
computadoras, que
significaria que no se hizo
ningun pedido




Ejercicio 4.
Estado estable

Una tienda inicia una semana con al menos 3 PC. La demanda por semana se
estima en 0 con probabilidad de 15%, 1 con probabilidad de 20%, 2 con
probabilidad de 35%, 3 con probabilidad de 25% y 4 con probabilidad de 5%. La
demanda insatisfecha se deja pendiente. La politica de la tienda es colocar un
pedido para entregarse al inicio de la siguiente semana siempre que el nivel del
inventario se reduzca por debajo de 3 PC. El nuevo pedido regresa las existencias

a5 PC.

a) Exprese la situacion como una cadena de Markowv.

b) Suponga que la semana se inicia con 4 PC. Determine la probabilidad de que
un pedido se cologue al final de dos semanas.

c) Determine la probabilidad a largo plazo de que no se cologue ningun pedido
en cualquier semana.

d) Siel costo fijo de colocar un pedido es de $200, el costo de conservacion por
PC por semana es de S5y el costo de penalizacién por computadora faltante
es de $20, determine el costo del inventario esperado por semana.



Ejercicio 4

La pregunta d se resuelve en excel con la ayuda de tree plan ya que
debemos realizar un arbol de decisiones para encontrar la respuesta,
para ello haga el arbol con su profesor y profesora.




