Introduccidn a la programacion lineal

La programacion lineal (PL) es una herramienta para resolver problemas de optimizacion. n
1947 George Dantzig desarrollo un método efectivo, el algoritmo simplex, para resolver pro-
blemas de programacién lineal (también conacido como PL). Desde que surgio dicho algorit-
mo, la PL se utiliza para resolver problemas de optimizacion en industrias diversas, como los
bancos, la educacion, silvicultura, petrdleo y transporte de carga. En un esludio de las 500
empresas de Fortune, 85% de las personas que conlestaron fa encuesta dijo que habia usa-
do programacion lineal. Como una medida de la importancia de la programacién lineal en in-
vestigacion de operaciones, alrededor de 70% del material de este libro se enfoca en la
programacion lineal y las técnicas de optimizacion relacionadas.

En la seccion 3.1, el estudio de fa programacion lineal se inicia describiendo las caracte-
Histicas generales que comparten los problemas de programacién lineal. £n la seccion 3.2 y
3.3, se muestra como resolver en forma grafica los problemas de programacidn lineal que
contienen sélo dos variables. Al resolver esta programacién lineal simple nos haré mas sensi-
bles para resolver problemas mas complicados. En el resto del capitulo se explica como plan-
tear modelos de programacién lineal para situaciones de la vida colidiana.

3.1

LCEJEMPLO T

Solucidn

¢Qué es un pmhlemé de programacion lineal?

En esta seccién se introduce la programacion lineal y se definen los términos importan-
tes que se usan para explicar los problemas de programacién lineal.

- Giapetto’s Woodcarving (Juguetes ds

Giapetto’s Woodcarving, Inc., manufactura dos tipos de juguctes de madera: soldados y
trenes. Un soldado se vende en 27 délares y requiere 10 délares de materia prima. Cada
soldado que se fabrica incrementa la mano de obra variable y los costos globales de Gia-
petto en 14 délares. Un tren se vende en 21 délares y utiliza 9 dolares de su valor en ma-
teria prima, Todos los trenes fabricados aumentan la mano de obra variable y los costos
globales de Giapetto en 10 délares. La fabricacion de soldados y trenes de madera requic-
re dos tipos de mano de obra especializada: carpinteria y acabados. Un soldado necesita
dos horas de trabajo de acabado y una hora de carpinteria. Un tren requiere una hora de
acabado y una hora de carpinteria. Todas las semanas, Giapetto consigue todo el materiai
necesario, pero solo 100 horas de trabajo de acabado y 80 de carpinteria. La demanda de
trenes es ilimitada, pero se venden cuando mucho 40 sotdados por semana. Giapetto de-
sea maximizar las utilidades semanales (ingresos - costos). Disefie un modelo matemti-
co para la situacién de Giapetto que se use para maximizar las utilidades semanales de la
empresa,

Al desarrollar el modelo para Giapetto se exploran las caracteristicas que comparten to-
dos los problemas de programacién lineal.

Variables de decision Sc empieza por definir las variables de decisién pertinentes. En
cualquier modelo de programacién lineal, las variables de decision deben describir por
completo las decisiones que se tienen que tomar (en este caso, Giapetto). Evidentemen-
te, Giapetto debe decidir cuantos soldados y trenes se deben fabricar cada semana. Sin
olvidar lo anterior, se define
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xp = cantidad de soldados fabricados cada semana

x, = canlidad de trencs fabricados a la semana

Funcian objelive  En cualquier problema de programacion lineal, el que toma las decisiones
desea maximizar (por lo regular, los ingresos o las utilidades) o reducir al minimo (casi
siempre, los costos) algunas funciones de las variables de decision. La funcidn que se desea
maximizar o nnimizar recibe e} nombre de funcion objetivo. En io que se refiere al pio-
biema de Giapetto, se observa que Jos €ostos fijos (como la renta o los sepuros) no depen-
den de los valores de x, y x,. Por consiguiente, Giapetio se puede concentrar en maximizar
(tos ingresos semanales) — (costos de compia de la materia prima) — (otros costos variables).

Los ingresos y los costos por semana de Giapetto, se pueden expresar en términos de
las variables de decisién x; y x,. Seria una tonteria que Giapetto fabricara mas soldados

de los que pueden venderse, asi que se supone que todos los juguetes producidos se vende-
ran. Entonces,

Ingresos por semana = ingresos por semana proporcionados por los soldados

+ Ingresos por semana proporcionados por los trencs
B ( dolares ) ( soldados ) 4 ( dolares trenes
soldado semana fren semana

= 27)'1 +- 2!3\72

Asimisimo,
Costos de la materia prima a la semana = [0xy + 9x,
Otros costos variables a la semana = Idx) + 10x,
Entonces, Giapetto quiere maximizar
(Z7xy + 21x3) — (10x, + 9x) — (14x, + 10x5) = 3x; + 2x,
Otra manera de ver que Giapetto quicre maximizar 3x; + 2x; es observar que

Ingresos semanales = contribucién semanal a 1a utilidad por parte de los soldados
— coslos no fijos semanales
+ contribucion semanal a la utitidad por parte de los trenes

- ( contribucidn a fas utilidades ) ( soldados )

soldado semana
+ ( coiilribucion a las utilidades ) ( trenecs )
{ren semana

También,

contribucion a las utilidades
soldado

=27-10—14 =3

contribucion a las utilidades
tren

=21 -9-10=2

Entonces, al igual que antes, se obtiene
Ingresos semanales — costos no fijos semnanales = 3y, + 235

Por consiguiente, el objetivo de Giapetto es escoger x, v x, para maximizar 3x; + 2x,. Se
uliliza Ia variable z para denotar el valor de la fincidn objetivo de cualquier PL. La fun-
cion objetivo de Giapetto es

Maximizar z = 3x, + 2x, (1)

(De aqui en adelante se abrevia “maximizar® con max y “minimiza” con min.) El coeficien-
te de una variable en la funcion objetivo se denomina coeficiente de la variable de la fun-
cién objetivo. Por ejemplo, el coeficiente de la funcién objetivo para x, es 3, y el coeficiente
de Ia funcién objetivo para x, es 2. En estc ejemplo (y en muchos otros problemas), ¢l coe-
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ficiente de la funcidon objetivo para cada variable es simplemente la contribucion de fa va-
riable a la utilidad de la compaiiia.

Restriceion A medida que x; y x; s¢ incrementan, {a funcion objetivo de Giapetto se ha-
ce mas grande. Esto quiere decir que si Giapetto fuera libre para escoger cualquier valor
para x; y x», la compaitia podria (ener unas utilidades arbitrariamente grandes al escoger
Xy ¥ x; muy grandes. Desafortunadamente, los valores de x; y v, estan controlados por las
siguientes fres restricciones (con frecuencia llamadas limitaciones):

Restriceion 1 Se pueden usar cada semana no mas de 100 horas de tiempo de acabado.
Restriccion 2 Cada semana se pueden usar no mas de 80 horas de tiempo de carpinteria.

Restriccidn 3 Debido a la demanda limitada, cuando mucho se deben producir cada sema-
na 40 soldados.

Se supone que la cantidad de materia prima en existencia es ilimitada, asi que no hay res-
triccion alguna relacionada con esto.

El siguiente paso en el planteamiento de un modelo matematico para el problema de
Giapetto es expresar las restricciones 1 a 3 en términos de las variables de decision x; y x5.
Para expresar la restriccion 1 de acuerdo con x; y x,, absérvese que

Total de horas de acabade  _ ( horas de acabado ) ( soldados fabricados )

Semana soldado semana
4 ( horas de acabado ) ( trenes fabricados )
fren sgmana

= 2(.1']) + {(.1'2) = 2).'[ + X3
Entonces, la restriccion | se expresa como
2x; + xp = 100 )

Obsérvese que las unidades de todos los términos en (2) son horas de acabado por sema-
na. Para que una resiriccion sea razonable, todos los términos de la restriccion deben te-
ner las mismas unidades. De lo contrario, uno estd sumando peras con manzanas, por lo
que la restriccion no tendria significado alguno.

Para expresar la restriccion 2 en términos de x; y x,, nétese que

Horas totales de carpinteria ( horas de carpinteria ) ( trenes )
Semana soldado semana
+ ( horas de carpinteria )( trenes fabricados )
fren semana

= 1)) + 1(x2) = x; + xz
Entonces, ta restriccion 2 se escribe como
Xy + Xa = 80 [3)

Obsérvese una vez mas que las unidades de todos los términos en (3) son las mismas (en
este caso, horas de carpinteria a la semana).

Por 1ltimo, el hecho de que cuando muicho se venden a la semana 40 soldados, se ex-
presa limitando la produccién semanal de soldados a maximo 40 de cllos. Asi se tiene la
siguiente restriceion:

X =40 ()]

Por consiguiente, las ecuaciones (2) a (4) expresan las restricciones 1 a 3 en términos de
las variables de decision; se designan con el nombre de restfricciones para el problema
de programacion lincal de Giapetto. Los coeficientes de las variables de decision en las
restricciones se conocen con ¢l nombre de coeficientes tecnolégicos. La razon del nom-
bre es que los coeficientes tecnoldgicos reflejan a menudo las tecnologias utilizadas para
producir distintos productos. Por ejemplo, el coeficiente tecnologico de x; en (3) es 1, lo
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cual indica que un soldado requiere una hora de carpinteria. Ei nimero en el segundo
miembro de cada restriccion se denomina segundo miembro de la restriccion (sinr). Con
frecuencia el smr representa la cantidad de un recurso que esta disponible.

Resiricciones de signe  Se tiene que dar respuesta a las preguntas siguienies para cada va-
riable de decision con el fin de completar fa formulacion de un problema de programa-
cion lineal: ia variable de decision puede asumir s6lo valores no negativos, o bien, jla
variable de decision puede asumir valores tanto positivos como negatives?

Si una variable de decision x; s6lo puede asumir valores no negativos, entonces se afia-
de la restriccion de signo x, = 0. Si una variable x; puede asumir tanto valores positivos
como negativos (o cero), entonces se dice que x; 1t tiene restricciones de signo {(se abre-
via con frecuencia (nrs). Por lo que se refiere al problema de Giapetto, es evidente que x,
= 0y x; = 0. Pero algunas variables podrian ser nrs en otros problemas. Por ejemplo, si
x; representa un saldo en efectivo de la empresa, entonces x; podria ser considerada nega-
tiva si la empresa debe mas dinero del que tiene a mano. En este caso seria conveniente
clasificar x; como nrs. Otros usos de las variables tus se tratan en la seccion 4.12.

Si se combinan las restricciones de signo x; = 0 y x; = 0 con la funcion objetivo (1) v
las restricciones (2) a (4), se obtiene ¢l modelo de optimizacion siguiente:

max z = 3x; + 2x, ( Funcion objetivo) |
sujeto a (s.a)
2x; + xp, = 100 (Restriccion de acabado) (2
Xy + o =80 (Restriccion de carpinteria) K]
X = 40 (Restriccion por la demanda de soldados) )]
Xy =0 (Restriccion de signo)t (5
X =10 (Restriccion de signo) (]

“Sujeto a” (s.a) quicre decir que los valores de las variables de decision x; y x; deben sa-
tisfacer todas las limitaciones y todas las restricciones de signo.

;B e TR R R R
Anles de definir de modo formal un problemna de programacion lineal, se establecen los
conceptos de funcion lineal y desigualdad lineal.

DEFINICION B Una funcion f(x;, Xz, . . ., x,) de Xy, X2, . .+, X, ¢s una funcién lineal si y solo
si pata algin conjunto de constantes ¢y; €3, . .+, Co S Xy - o5 X)) =X+
621—2 + P + c”x"‘ E . 2 . r- - - .
. .y . 2
Por ejemplo, f{x;, x;) = 2x; - x, es una funcion lineal de x, y x5, pero f(x,, x;} = xixa
no es una funcion lineal de x; y x5 .

DEFINICION m- Para cualquier funcion f(xy; x5 & .+, X,) ¥ cualquier nimero b las desigualdades

fOn X, 0) =Dy O X, . X)) 2 b.son desiguaidades lillea}cs.
Por consiguiente, 2x; + 3x; < 3 y 2x; + x; = 3 son desigualdades lineales, pero

x3x, 2 3 no s una desigualdad lineal.

¥ Las restricciones de signo limitan a usar ciertos valores para las variables de decision, pero preferimos consi-
derar las restricciones de signo como si estuvieran separadas de las limitaciones del problemna. La razén serd evi-
dente cuando se estudie el algoritmo simplex en el capitulo 4.
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PDEFINICION & Un problema de programacidn lineal (PL) es un problema de optimizacion para
el cual se efectia lo 31gulente :

1 Se¢ mtema maximizar (mmumzar) uha func1én hneal de las variables de decision.,
La funcién que se desea maximizar 0 mjmrmzar se Hama funcion objeavo

2 Los valores de las variables de ‘decisién’ deben satisfacer un conjunto de
restricciones. Cada restriccion debe ser una ecuacion lineal o una desigualdad lineal.

3 Se relaciona una restriccion de signo con cada variable. Para cualquier variable
x; la restriccion de signo especifica que x; no debe ser negativa (x; = 0) o no tener
restricciones de signo (nrs). =

Como el objetivo de Giapetto es una funcitn lineal de x, y x,, y todas las restricciones
de Giapetto son desigualdadcs lineales, el problema de Giapetio es de programacion lineal.
Obsérvese que el problema de Giapetto es caracteristico de una amplia clase de problemas
de programacion lineal en los cuales el objetivo de quien toma las decisiones es maximizar
la utilidad sujeta a recursos escasos.

Suposiciones de proporcionalidad y de aditividad

El hecho de que la funcidn objetivo para una PL debe ser una funcién lineal de las varia-
bles de decision, tiene dos consecuencias.

1 La contribucion de la funcion objetivo para cada variable de decision, es proporcional
al valor de ésta. Por ejemplo, la contribucién a la funcién objetivo por hacer cuatro solda-
dos (4 X 3 = $12) es exactamente cuatro veces la contribucion a la funcion objetivo por
hacer un soldado ($3).

2 La contribucion a la funcion objetivo para cualquier variable, es independiente de los va-
lores de las ofras variables de decision. Es decir, no importa cual sea el valor de x,, pero la
manufactura de x; soldados siempre contribuira con 3x; dolares a la funcion objetivo.

De manera similar, el hecho de que cada restriceion de PL debe ser una desigualdad lineal
0 una ecuacion lineal, tiene dos consecuencias:

1 La contribucién de cada variable al primer imiembro de cada resfriccion, es proporcio-
nal al valor de la variable. Por ejemplo, se requieren exactamente fres veces mas horas de
acabado (2 X 3 = 6 horas de acabado) para manufacturar tres soldados, que para fabricar
un soldado (dos horas de acabado).

2 La contribucién de una variable al primer miembro de cada restriccidn, es independien-
te de los valores de la variable. Por ¢jemplo, no importa cudl sea el valor de x), pero la ma-
nufactura de x, trenes requiere x, horas de acabado y x, horas de carpinteria.

La primera consecuencia que se da en cada lista, s¢ denomina suposicién de proporcio-
nalidad de la programacién lineal. La consecuencia 2 de la primera lista, implica que el
valor de la funcién objetivo es la suma de las contribuciones de cada una de las variables,
y la consecuencia 2 de la segunda lista, ¢s que el primer miembro de cada restriccion es la
suma de las contribuciones de cada variable. Por esta razon, la segunda consecuencia de
cada lista se denomina suposicion aditiva de la programacidn lineal.

Para que una programacion lineal represente en forma adecuada una situacion de la vi-
da cotidiana, las variables de decision deben satisfacer tanto la suposicién de proporciona-
lidad como la de aditividad. También se tiene que cumplir con otras dos suposiciones antes
de que una PL represente en forma adecuada una situacion real: las suposiciones de divi-
sibilidad y de certidumbre.

3.1 iuf es un problema de programacién lineat? 53
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DEFINICION E

Suposicion de divisibilidad

lista suposicion requiere que todas las variables de dectsion puedan asumir valores frac-
clonarios. Por ejemplo, en el problema de Giapelto, la suposicion de divisibilidad quierc
decir que es aceptable fabricar 1.5 soldados o 1.63 trenes. Como Giapelto no puede pro-
ducir en realidad vna cantidad fraccionaria de trenes o de soldados, la suposicion de divi-
stbilidad no se cumple en el probiema de Giapetto. Un probiema de PL en ¢l cual alguna
de las variables, o todas, debe ser un nirnero entero no negativo, recibe el nombre de pro-
biema de programacién entera, La sofucion de los problemas de programacion entera sc
frata en el capitulo 9.

En muchas situaciones donde la divisibilidad no esta presente, el redondeo de las varia-
bles a un entero, en la solucidn dplima de PL, proporciona una solucion razonable. Supon-
ga que la solucion Optima para una PL establece que una compafiia de automaoviles debe
tabricar 150 080.4 vehiculos compactos durante ¢l presente aiio. En este caso, usted pue-
de recomendar que la compaiiia fabrique 150 000 o 150 001 automoviles compactos, y
{ener la confianza de que ese valor se aproximaria de manera razonable a un ptan de pro-
duccion optimo. Por otro fado, si el nimero de sitios para misiles que puede usar Estados
Unidos fuera una variable en una PL y la solucion optima recomendara que se debetian
construir 0.4 sitios, habria una gran diferencia si se redondeara el niunero de silios a cero
o a uno. En esta situacion, se podrian aplicar los métodos de programacion entera del ca-
pituto 9, porque ¢l niimero de silios para nusiles definitivaimente no es divisible,

Suposicion de certidumbre

Para esta suposicion, se requiere conocer con certeza todos los parametros (coelicicnte
de la funcidn objetivo, segundo miembro y coeficientes tecnoldgicos. Si hay incertidum-
bre en fa cantidad exacla de horas de carpinleria y acabado necesarias para manufacturar
un {ren, se incurriria en una violacion a la suposicion de certidumbre.

Regiones factibles y solucion éptima

Dos de los conceplos mas bisicos relacionados con tos problemas de programacion lineal,
son region factible y solucién dptima. Con el objeto de definir estos conceplos, se usa el
término punfo para sefialar una especificacion del valor para cada variable de decision.

La regioén factible para una PL, es el con_lunto de todos los puntos que satisfacen
las limitaciones y las restricciones de signo de laPL. =

Por ejemplo, en el problema de Giapetto, el puato (x, = 40, x, = 20} esta en la region
factible. Obsérvese que x; = 40 y x, = 20 cumplen con las limitaciones (2) a (4) y las res-
tricciones de signo (5) y (6):

Restriccion (2), 2x, + x; = 100, se cunple porque 2(40} + 20 = 100.
Restriccion (3), x; + x, = 80, se cumple porque 40 + 20 = 80.
Restriccion (4}, x; = 40, se cample porque 40 = 40,

Restriccion (5}, x; = 0, se cumple porque 4G = 0.

Restriceion (6), x, = 0, se cumpie porque 20 = 0.
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Por otro lado, el punto (x; = 15, x, = 70) no esid en la region factible porque si bien x, =

- 15y xp = 70 satisfacen (2), (4), (5) y (6) no cumplen con (3): 15 + 70 no es menor o igual

DEFINICION ®

que 80. Se dice que cualquier punto que no esté en la region factible es un punto no fac-
tible. Como ¢jemplo de un punto no factible, considérese (x; = 40, x; = —20). Aunque
este punto cumple con todas las limitaciones y la restriccion de signo {5), no es factiblc
porque no satisface la restriccién de signo (6), x, = 0. La region factible para ¢l problema
de Giapetto es ¢l conjunto de planes de produccién posibles que Giapetto debe considerar
en la blisqueda de un plan de produccion dptimo.

Para un problema de maximizacion, una solucién éptima para una PL es un pun-
to con el valor de la funcion objetivo mas grande en la regién factible. De igual
manera, para un problema de minimizacion, una solucién Gptima es un punto con
el valor de la funcién objetive mas pequeiio en la regidn factible. m

La mayor parte de PL tiene s6lo una solucién dptima. Sin embargo, algunas PL no fie-
nen solucion Optima, y otras tienen una cantidad infinita de soluciones (estas situaciones
se tratan en Ja seccién 3.3). En la seccion 3.2 se demuestra que la nica solucion optima
para el problema de Giapetto es (x; = 20, x, = 60). Esta solucién genera un valor de la
funcion objetivo de

z = 3x, + 25 = 3(20) + 2(60) = 180 délares

Cuando se dice que (x| = 20, x, = 60) es la solucion Optima para el problema de Giapet-
to, lo que se quiere dar a entender ¢s que ningéin punto en la region factible tiene un valor
de Ja funcion objetivo que sobrepase 180. Giapetto puede maximizar la utilidad si fabrica
20 soldados y 60 trenes cada semana. Si Giapetto produjera 20 soldados y 60 trenes cada
semana, las utilidades semanales serian 180 délares menos costos fijos semanales. Por

ejemplo, si los tinicos costos fijos de Giapetto fueran renta de 100 délares por semana, en-
tonces la utilidad a la semana seria de 180 — 100 = 80 délares por semana.

PROBLEMAS

Grupo A

1 El agricultor Jones debe decidir cudntos acres de maiz y
trigo tiene que plantar este afio. Un acre de trigo produce 25
bushels de trigo y requiere 10 horas de trabajo por semana.
Un acre de mafz produce 10 bushels de maiz y requiere cua-
tro horas de trabajo a la semana. Todo el trigo se vende a 4
délares el bushel, y el maiz se vende a 3 délares el bushel.
Se dispone de siete acres de tierra y 40 horas por semana de
trabajo. Las regulaciones gubernamentales establecen que
por lo menos 30 bushels de maiz se produzcan durante ¢l aiio
actual. Sea x, = niimero de acres con siembra de maiz y
X2 = mimero de acres con siembra de trigo. Utilice estas va-
riables de decision y plantee una PL cuya solucién le indigue
al agricultor Jones como maximizar ¢l ingreso total a partir
del trigo v el maiz.

2 Contesfe estas preguntas relacionadas con el problema I:
a8 Estd (xy = 2, x; = 3) en la regién factible?
b ;Esté (x, = 4, x, = 3) en la regién factible?
¢ GEstd (x; = 2,x, = —1) en la regién factible?
d

iEsta (x; = 3, x, = 2) en la regidn factible?

3.1 Qué es un problema de programagidn fineal?

3 Utilice las variables x; = ntimero de bushels de maiz pro-
ducido y x, nimero de bushels de trigo producidos para re-
plantear la PL del agricultor Jones,

4 Truckeo fabrica dos tipos de camiones: et 1 y el 2. Cada
camion debe pasar por el taller de pintura y el taller de en-
samble. Si el taller de pintura estuviera destinado del todo a
pintar los camiones tipo 1, entonces se podrian pintar 800 por
dia; si el taller de pintura estuviera dedicado por completo a
pintar los camiones tipo 2, entonces se podrian pintar 700 por
dia. Si el taller de ensamble se dedicara s6lo a ensamblar mo-
fores para los camiones tipo 1, entonces se podrian ensam-
blar I 500 por dia; si el taller de ensamble se dedicara sélo a
ensamblar motores para los camiones tipo 2, entonces se po-
drian ensambtar 1200 por dia. Cada camién tipo 1 contribu-
ye con 300 délares a las utilidades; cada camién tipo 2 con-
tribuye con 500 dolares. Plantee un PL que maximice las
utilidades de Truckeo.

Grupo B

5 ¢Por qué no se permite que un PL tenga limitaciones
<o0>?
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3.2

FIGURA 1
Gralica de una
desigualdad lineal

Solucidn grdfica de Ios prohiemas de programiacin lineal de dos variahlss

Jis posible resolver en forma grafica cualquier PL de dos variables. Las variables sc deno-
minan siempre x; y x, v 10s ejes coordenados, ejes v y x;. Suponga que se desea graficar
el conjunio de puntos que satisface

2, F 3, =06 , 7
1 mismo conjunto de puntos (v, x;) satisface

3 =6 2%y
Fsta Gitima desigualdad se podria escribir también como

Xp = 6 - 2ay) =2~ Ay )

Puesto que al desplazarse hacia abajo sobre la grafica decrece x; (véase figura 1), el con-
junto de punios que satisface (8) y (7) queda sobre larectax, =2 — %x o debajo de ella.
Este conjunto de puntos se sefiala con un sombreado mas oscuro en la figura 1. Sin embar-
go, notese que x, = 2 — %x,, 3x, = 6 — 2x; y 2x; + 3x, = 6 son la misma recta. Esto sig-
nifica que el conjunto de puntos que salisface (7) queda sobre la recta 2x; + 3, =00
debajo de ella. De igual manera, el conjunto de puntos que satisface 2x, + 3x; = 6 queda
sobre la recta 2x; + 3x, = 6 o arriba de ella. (Estos puntos de indican con un sombreado
menos oscuro en la figura 1)

Considérese una limitacidn de desigualdad lineal de la forma f(x;, x2) = b 0 f(x1, x2) =
b. En general, se puede demostrar que, en dos dimensiones, el conjunlo de puntos que sa-
tisface una desigualdad lineal comprende los puntos en la recia f(x,, x;) = b, que define la
desiguaidad més todos los puntos de un lado de la recta.

Hay una manera ficil de determinar el lado de la recta para el cual la desigualdad tal co-
mo f{xy, x2) = b 0 f(xy, Xz) = b se cumple. Justamente se escoge cualquier punto P que no sa-
tisfaga la recta f(x;, x,) = b. Sc¢ determina si P satisface la desigualdad. Si es asi, enlonces
todos los puntos del mismo lado que P de f(x), x3) = b satisfaran la desigualdad. Pero si P no
cumple con la desigualdad, entonces fodos los puntos sobre el ofro lado de f{x;, x5} = b, que
no contiene a P, satisfaran la desigualdad. Por ejemplo, para determinar cudles son los puntos
que salisfacen a 2x; + 3x; = 6 (punios arriba o abajo de la recta 2x; -+ 3x; = 0),
se observa que (0, 0) no satisface 2x, + 3x; = 6. Como (0, 0) esla abajo de la recta 2x,
+ 3x, = 6, el conjunto de puntos que cumple con 2x, + Ix, = 6 comprende la recta
2x, + 3x, = 6y los puntos por arriba dela recta 2x; + 3, = 6. Todo esto esta de acuer-
do con la figura 1. "

X

5

HH Satisface 2xy + 3% 2 6

" i Satisface 2x; + 34,2 O
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FIGURA 2
Solucidn grafica del
nroblema de Glapetio

Como determinar ia solucion factible

Ahora se ilustra como resolver en forma gréfica PL de dos variables medianie la resolu-
cién del problema de Giapetto. Para empezar, se determina en forma grafica la region fac-
tible para el problema de Giapetto. La region factible para ¢l problema de Giapetto es el
conjunto de todos los puntos (x;, x) que satisfacen

2x, + x5 = 100 (Limitaciones) (2)
X+ x, =80 (3)
Xy = 40 (4}
Xy =0 (Restricciones de signo) {5)

X, =0 (&)

Para que un punto (x, x;) esté cn la region factible, (xy, x;) debe satisfacer fodas las desi-
gualdades (2) a (6). Obsérvese que los inicos puntos que cumplen (5) y (6) quedan en el pri-
mer cuadrante del plano x, —x,. Lo anterior se indica en la figura 2 mediante las flechas que
sefialan a la derecha de! eje x» y hacia arriba del ¢je x;. Por lo tanto, cualquicr punto que ¢s-
té fuera del primer cuadrante no puede estar en la region factible. Esto significa que la region
factible s el conjunto de puntos que se encuentra en ¢l primer cuadrante y que cumple con
2)a4).

El método para determinar el conjunto de puntos que satisface una desigualdad lineal,
también identificard los que cumplen con (2) a (4). En la figura 2 se observa que todos los
puntos que se encuentran abajo de la recta AB o sobre ella (4B es la recta 2x; + xp = 100).
Todos los puntos que se encuentran abajo de la recta CD o sobre ella (CD es la recta x, +
x, = 80) cumplen con fa designaldad (3). Por ultimo, todos los puntos que se encueniran a la
izquierda de la recta EF o sobre ella (EF es la recta x| = 40) cumplen con (4). El lado de una
recta que satisface una desigualdad se indica por la direccién de las flechas en la figura 2.

En la figura 2 se obscrva que el conjunto de puntos del primer cuadrante que cumple
con (2), (3) y (4) esta fimitado por el poligono de cinco lados DGFEH. Cualquier punto en
este poligono o en su interior estd en la regién factible. Cualquier otro punto no satisface
ni una de las desigualdades (2) a (6). Por ejemplo, el punto (40, 30) queda fuera de DG-
FEH porque ¢sta arriba del segmento de recta 48, Por lo tanto, (40, 30) es no factible por-
que no satisface (2).

Un modo facil de encontrar la regién factible es determinar el conjunto de puntos no
factibles. Nétese que todos los puntos por arriba de la recta AB de la figura 2 son no fac-

2

3.2 Solucidn gréfica da los problemas de prograntacitn lineal de dos varfables 57



tibles, porque incumplen con (2). De manera similar, todos los punlos por arriba de €0
son no factibles, porque no satisfacen (3). Asimismo, todos los puntos a la derecha de la
vertical EI” son no factibies, porque no se ajustan a (4). Después de que todos estos pun-
tos son eliminados, solo quedan los de la region factible (DGFEM.

Camo determinar Ia solucién 6ptima

Tras haber identificado la tegion factible para el problema de Giapetto, se busea la solucion
Optima, ta cual es el punto de la region factible con el valor mas grande de z = 3x, + 2x,.
Para encontrar la solucién optima, es necesario graficar una recta en la cual todos los pun-
tos tengan el mismo valor z. En un problema de maximizacion, esta recta recibe el nombre
de recta de isoutilidad (en un problema de minimizacion, recta de isocostos). Para trazar
una recta de isoutilidad, se escoge un punto en la region factible y se caleula su valor z. Sea
el punto (20, 0). Para (20, 0), z = 3(20) + 2(0) = 60. Por consiguiente, (20, 0) queda en la
recta de isoutilidad z = 3x, + 2x, = 60. Si se vuelve a escribir 3xy + 2xy = 60 como
Xy =30 — %xl, entonces la recta de isoutilidad 3x; + 2x, = 60 tiene una pendiente de *%
Puesto que todas las rectas de isoutilidad son de 1a forma 3x; + 2x, = constante, todas las
rectas de isoutilidad tienen la misma pendiente. Esto significa que una vez que se frazo una
recta de isoutilidad, es posible encontrar todas las otras rectas de isoulilidad, desplazdindo-
se en forma paralela a la recta de isoutilidad que ya se grafico.

Ya queda claro como encontrar la solucion éptima para una PL. de dos variables. Después
de trazar una sola recta de isoutilidad, es posible generar otras rectas de isoutilidad despla-
zandose en forma paralela a la recta ya praficada en una direccion en que se incremente z (en
el caso de un problema de maximizacién). Después de un punto, fas rectas de isoutilidad ya
no intersecan la region factible. La tltima recta de isoutilidad que corta (toca) la region fac-
tible define el valor z mas grande de cualquier punto en la region factible, e indica la solu-
cion Optima para la PL. En este problema, la funcién objetivo z = 3x; + 2x, aumenta al
desplazarse en una direccion para la cual tanto X1 COMO X; se incrementan. Por Jo tanto, usted
puede construir otras rectas de isoutilidad mientras se desplaza en forma paralela a 3x, + 2x,
= 60 en una direccion hacia el noreste (hacia arriba y hacia la derecha). En la figura 2, se
puede observar que la recta de isoutilidad que pasa por el punto G es la tltima recta que in-
terscea la regidn factible, Por consiguiente, G es el punto con el valor z més grande en la re-
gion factible y, por lo tanto, la solucién dptima al problema de Giapelto. Obsérvese que el
punto G es donde se cortan las rectas 2x; + x; = 100 yx; + x, = 80. Al resolver estas ecua-
ciones en forma simultinea, se obtiene que (x; = 20, x, = 60) es la solucion dptima para el
problema de Giapetio. El valor dptimo de z se encuentra al sustituir estos valores de XY X
en la funcion objetivo. Entonces, el valor éptimo de z es z = 3(20) + 2(60) = 180.

Restricciones activas

Tras haber determinado la solucién dptima para una PL, es util (véanse capitulos 5 y 6)
clasificar cada restriccion en restricciones activas (obligatorias) ¢ inactivas.

DEFINICION &  Una restriccion es activa u obligatoria si tarito el primero como el
_segundo miembios de las resiricciones son igualés cuando los valores
optimos de las variables de decision se sustituyen’en la restriccion. -m

Por lo tanto, (2) y (3) son restricciones activas.

DEFINICION m Una resfriccion es inactiva si no son iguales el primero y el segundo miembros de
la restriccién cuando los valores 6ptimos de las variables de decision se sustitu-

yen en la restriccién. m
Como x; = 20 es menor que 40, (4) es una restriccion inactiva.
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Conjuntos convexos, puntos extremos y PL

La region factible para el problema de Giapetto es un gjempio de un CONjUto convexo

DEFINICION B Un conjunto de puntos S es un conjunto convexo si el segmento de recta que une

cualquier par de puntos en S esta totalmente contenidoen 5. m

En la figura 3 se ilustran cuatro configuraciones de esta definicion. Cada segmento de
recta que une dos puntos en S, conticne sélo puntos en Sen las figuras 3a'y 3b. Por lo tan-
1o, cn estas dos figuras, § es convexo, pero en las figuras 3¢y 3d, S no es convexo. En ca-
da figura, los puntos A y 7 estan en S, pero hay puntos en el segimento de recta A8 que no
estan contenidos en S. En el estudio de la programacion lineal, un cierto tipo de puntos en
un conjunto convexo (denominados punios extremos) es de gran interés.

DEFINICION ® Para cualquier conjunto convexo S, un punto P en § es un punto extremo si para

FIGURA 3
Conjuntes convexoes y
110 CONVEXos

cada segmento de recta que estd completamente en Sy contiene al punto P, éste
es un punto terminal del segmento de recta. w :

Por ¢jemplo, en la figura 3a, cada punto de la circunferencia es un punto extremo del
circulo. En la figura 3b, los puntos 4, B, C'y D) son puntos ex{remos de S. Aungque ¢l pun-
to E esté en el limite de S en la figura 3b, E no es un punto extremo de S porque £ estd en
el segmento de recta AB (4B esti completamente en S}, y no es un punio terminal del
segmento de recta AB. Los punlos extremos reciben algunas veces el nombre de vértices
porque si el conjunto S es un poligono, los puntos extremos de S seran los vértices, o
esquinas, del poligono.

La regién factible del problema de Giapetto es un conjunto convexo. Esto no es un acci-
dente: se puede demostrar que la region factible para cualquier PL es un conjunto convexo.
En la figura 2 se observa que los puntos extremos de la regién factible son simplemente los
puntos D, F, E, G y H. Se puede demostrar que la region factible para cualquier PL tienc
s6lo un mimero infinito de puntos extremo, También nétese que la solucion dptima para el
problema de Giapetto (punto G) es un punto extremo de la region factible. Se puede demos-
trar que cualquier PL que tiene una solucién optima tiene un punio exiremo que es oplimo.
Este resultado es muy importante porque disminuye el conjunto de puntos que generan una
solucién optima a partir de toda la region factible (la cual contiene por lo regular un nime-
ro infinifo de puntos) hasta el conjunto de puntos extremo (un conjunto finito).

Por lo que toca af problema de Giapeito, es facil ver por qué Ja solucidén optima debe ser
un punto extremo de Ja region factible. Se observa que z aumenta a medida que las rectas de
isoutilidades se desplazan cn una direccién noreste, de tal manera que los valores mas gran-
des de z en la region factible deben presentarse en algin punte P que no tiene puntos en la
region factible al noreste de P. Esto significa que la solucion dptima debe quedar en algin
tugar sobre ¢l limite de la region factible DGFEH. La PL debe tener un punto extremo que
es Optimo, porque para cualguier segmento de recta sobre el limite de la region factible, ¢l
valor méas grande de z sobre el segmento de recta debe estar en uno de los puntos terminales
del segmento de recta.

Para entender lo anterior, véase el segmento de recta FG de la figura 2. FG es parte de
la recta 2x, + x, = 100 de pendiente —2, Si uno se mueve a lo largo de FG'y disminuye x;
en 1, enfonces x, aumentaré en dos, y ¢l valor de z cambia como sigue: 3x; caca 3(1) =3

§ = frea sombreada

a b [ d
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Solucién

y 2x, sube a 2(2) = 4. Por consigwente, z aumentaen total a 4 — 3 = 1. Esto significa que
al desplazarse a fo largo de F'G en una direccion en la que decrece x; se incremeita z. Por
lo tanto, el vator de z en el punto ¢ debe sobrepasar el valor de z en cualquicr otro punto
del segmento de recta FG.

Un razonamiento similar demuestra que para cualquier funcion objetive, el valor maxi-
mo de z en un segmento de recta dado debe encontrarse en un punto tenminal del segmen-
to de recta. Por lo tanto, para cualquier PL, el valor mas grande de z en la region factible
debe estar en ¢l punto terminal o extremo de uno de los segmentos de recta que forman el
limite de dicha regién. En pocas palabras, uno de los puntos extremo de fa region factible
debe ser dptimo. (Para comprobar que ya entendié el concepto, demuestre que si la funcidn
objetivo del problema de Giapetto fuera z = 6x, -+ x, el punto £ seria el dptimo, en tanto
que si la funcion objetivo de Giapetto fuera z = x; + Oxy, el punto D seria el 6ptimo).

La prueba de que una PL siempre tiene un punto extremo optimo dependia en gran me-
dida del hecho de que tanto Ja funcién objetivo como las restricciones fueran funciones li-
neales. En el capitulo 11, se demuestra que para un problema de optimizacion en el cual la
funcién objetivo o algunas de las restricciones no son lineales, la solucion Optima para ¢l
problema de optimizacion podria no encontrarse en un punto exirenio.

Solucion grafica de los problemas de minimizacion
Dorian duto

Dorian Auto fabrica automéviles de lujo y camiones. La compaiiia opina que sus clientes
mas idéneos son hombres y mujeres de altos ingresos. Para llegar a estos grupos, Dorian
Auto ha emprendido una ambiciosa campaiia publicitaria por TV, y decidid comprar comer-
ciales de un minuto en dos tipos de programas: programas de comedia y juegos de futbol
americano. Cada comercial en programas de comedia lo ven 7 millones de mujeres de al-
fos ingresos y 2 millones de hombres también de altos ingresos. Dos millones de mujeres de
altos ingresos y 12 millones de hombres de altos ingresos ven cada comercial en juegos
de futbol. Un anuncio de un minuto en los programas de comedia cuesta 50 000 délares, y
un comercial de un minuto en el juego de futbol cuesta 100 000 délares. A Dorian le gus-
tarfa que por lo menos 28 millones de mujeres de altos ingresos y 24 millones de hombies
de altos ingresos vieran sus comerciales. Utilice la programacion lincal para determinar cd-
mo Dorian puede alcanzar sus objetivos publicitarios al minimo costo.

Dorian debe decidir cudntos anuncios en los programas de comedia y en el de futbol debe
comprat, por lo que las variables de decision son

nitmero de anuncios de un minuto comprados en programas de comedia
niimero de anuncios de un minuto comprados en los juegos de futbol

l

X,

I

Xa
Luego, Dorian quiere minimizar el costo total de los anuncios (en miles de dolares).
Costo total de los anuncios

= coslo de los anuncios en programas de comedia + costo de los anuncios en juegos
de futbol

- ( coslo ) ( fotal de anuncios )
anuncio en programas de comedia / \ en programas de comedia

+ ( costo ) ( total de anuncios )
anuncio en €l futbol en el futbol

= 50x; + 100x;
Entonces, la funcion objetivo de Dorian es
min z = 50x; + 100x, (9

Dorian se enfrenta a las siguientes limitaciones:
Restiiccion 1 Los anuncios deben alcanzat por lo menos a 28 millones de mujeres de al-
10s ingresos.
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FIGURA 4
Solugidn gréfica para el
problema de Dorian

Restriceion 2 Los anuncios deben llegar por 1o menos a 24 miliones de hombres de aitos

ingresos.
Para expresar las limitaciones t y 2 cn términos de x, y de xz, sea MAL las mujeres tele-
videntes de altos ingresos y HAI los hombres televidentes de altos ingresos (en millones).

MAI = ( MAI ) ( total de anuncios )
anuncios en programas de comedia / \ en programas de comedia

+ ( MAI ) ( fotal de anuncios )
anuncios en el futbol / 4 en ¢l futbol

= 7:'-‘-] + 2).'2

HAI = ( BAl ) ( total de anuncios )
anuncios en programas de comedia / \ en programas de comedia

+ ( HAI ) (total de anuncios )
anuncios en ¢l futbol en ¢l futbol

= 2x; + 12x,
La restriccion 1 ya se puede expresar coino
_ Txy + 2%, =28 (10)
y la restriccion 2 se podria expresar como
2x, + 12x, =24 (1)

Las restricciones de sigho x; =0y x; = 0 son necesarias, asi que el PL de Dorian esta da-
da por
min z = 50x, + 100x;
8.2 Txp + 2x, =28 (MAL)
2+ 12x =24 (HAI)
X1, X2 =0
Este problema s caracteristico de una gran diversidad de aplicaciones de PL, en las cua-
les el que toma la decision desca minimizar el costo de cumplir un cierto conjunto de exi-
gencias. Con ¢l fin de resolver en forma gréfica este PL, se empicza por graficar la region
factible (figura 4). Obsérvese que los puntos que se encucntran en la recia AB o arriba de
ella (4B es una parte de la recta 7x, + 2x, = 28) satisfacen (10) y que los puntos que s€
encuentran en la recta CD 0 arriba de ella (CD es una pari¢ de la recta 2x, + 12x; = 24)
satisfacen (11). En la figura 4, se observa que los Ginicos puntos del primer cuadrante
que satisfacen tanto a (10) como a (11), son los puntos de la region sombreada limitada por
el eje xy, CEB, y por ¢l eje xa.
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Al igual que en ¢ problema de Giapetio, el problema de Dorian tience una region facts-
ble convexa, pero fa region factible de Dotian confiene punios para fos cuales el valor de
al menos una variable pucde ser arbitrariamente grande, al contrario que en el caso de Gia-
petto. Una region factible de este tipo se Jlama regidn factible no acotada.

Dado que Dorian desea minimizar el costo total de los anuncios, la solucion optima del
problema es el puo que tenga el valor z mdas pequeno en ja region factible. Para encon-
trar la solucion 6ptima, es necesario {razar una recfa de is0costos Gue cruza la region fac-
lible. Una recla de isocostos es cualguier recta en ia cual todos los puntos tienen el mismo
valor z (el mismo costo). Se escoge en forma arbitraria la recta de isocostos que pasa por
el punto (v, = 4, v, = 4). Para este punto, = = 50(4} + 100(4) = 600, y se grafica la rec-
ta de isocostos z = 50x; + 100x; = 60

Se consideran ks rectas paraiclas a la recta de isocostos 50x; + 100x; = 600 en la di-
reccion en que decrece z (suroeste). El (ltimo punto en ta region factible que cruza unha rec-
ta de isocostos sera el punto en la region factible que tiene el valor mas pequeiio de z.
Fn la figura 4 se puede ver que el punto £ tiene el valor z mas pequefio que cualquier pun-
to en 1a region factible; ésta es la solucidn optima para el problema de Dorian. Obsérvese
que el punto E es donde se cortan las rectas 7xy + 2x; = 28 y 2x; + 12x, = 24. Al resol-
ver en forma simultanea esias ecuaciones, se obtiene la solucion optima (x; = 3.6, x, =
1.4). El valor dptimo de z s¢ determina al sustituir estos valores de x; y X, en la funcion
objetivo. Entonces, el valor dptimo de z es z = 50(3.6) -+ 100(1.4) = 320 = 320000. do-
lares. Puesto que con ¢l punto £ se cumplen las limitaciones MAl y HLAT de igualdad, am-
bas limitaciones son activas.

¢El modelo de Dorian cumple con las suposiciones de la programacion lineal sefialadas
en la seccion 3.17

Para que la Suposicién de proporcionalidad sea valida, cada anuncio extra en progra-
mas de comedia debe afiadir exactamente siete millones de MAI y dos millones de HAIL
Estos valores contradicen la evidencia empirica, la cual sefala que después de un cierto
punto los comerciales originan menores panancias. Después de 500 comerciales de aulo-
moviles, por ejemplo, que se han lanzado al aire, la mayoria de las personas quizd ha vis-
{o uno, por lo que ya no deja nada bueno lanzar al aire mas anuncios. Por consiguiente, se
viola la Suposicion de proporcionalidad.

Se utiliza Ja Suposicién de Aditividad para justificar escribir (total de MAI televiden-
tes) = (MAL televidentes de los anuncios en programas de comedia) + (MA[ televidenles
de los anuncios de futbol). Muchos veran, en realidad, un comercial de Dorian en progra-
mas de comedia, asi como un anuncio en el futbol. Se estd contando dos veces a estas per-
sonas, lo cual crea un panorama inmpreciso del nimero total de personas que ven los anucios
de Dorian, El hecho de que la misima persona vea més de un tipo de anuncio quicre decir que
la efectividad de un anuncio en programas de comedia depende de la cantidad de comercia-
tes en el futbol. Esto viola la Suposicion de Aditividad.

Si sdlo hay comerciales de un minuto, enlonces no ¢s razonable recomendar que Do-
rian compre 3.6 anuncios en programas de comedia y 1.4 comerciales en el futbol, por lo
que se viola la Suposicién de divisibilidad; entonces, ¢l problema de Dorian se debe con-
siderar como un problema de programacion entera. En la seccion 9.3 se demuestra que si
el problema de Dorian se resuelve como un problema de programacién enlera, entonces el
costo minimo se consigue al escoger (x; = 6, x, = 1) o blen (x = 4, x, = 2). Para cual-
quiera de las soluciones, el costo minimo es 400 000 dolares. Esta cantidad es 25% supe-
rior al costo que se obtiene a partir de la solucion ptima de PL.

Como no hay manera de saber con certeza cudntos televidentes se sumai por cada tipo
de comercial, también se imcumple la suposicion de certidumbre. Por lo tanto, todas las su-
posiciones de la programacion lineal se incumplen en el problema de Dorian Autos. A pe-
sar de estas desventajas, los analistas han usado modelos similares para ayudar a las
empresas a determinar su mezcla de productos optima (plan de produccion optimo).”

Lilien y Kotler (1983).
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Resuelva en forma grafica el problema | de la seccibn 3.1
9 Resuclva en forma grifica el problema 4 de la seccion 3.1,

3 Leary Chemical fabrica tres productos quimicos: A, B y
(. Bstos productos de obtienen por medio de dos procesos
de produccion: 1y 2. El desarrollo del proceso | durante una
hora cuesia 4 délares y produce fres unidades de A, una de
By una de C. Efectuar ¢i proceso 2 durante una hora cucsta
un dotar y se obtienen una unidad de A y una de B. Para cum-
plir con las demandas de los clientes se tienen que praducir
todos los dias por lo menos 10 unidades de A, 5de By 3 de
. Determine en forma grifica un plan de produccion diario
que minimice el costo de cumplir fas demandas diarias de
Leary Chemical.

4 Para cada una de las siguientes funciones, determine la
- direccion en la cual la funcidn objetivo se incrementa:

a z—4x; — X

h z=—x + 20

¢ z=—x — 30
5 Furnco fabrica escritorios y sillas. Cada escritorio utiliza
cuatro unidades de madera y las sillas utilizan tres. Un escri-

torio contribuye con 40 dolares a la uiilidad, y una silla con-
tribuye con 25 dolares. Las restricciones del mercado requic-
ren que la cantidad de sillas fabricada sea por lo menos el
doble del némero de cscritorios producides. Si se dispone de
20 unidades de madera, plantee un PL para maximizar fa uti-
lidad de Furnco. Luego resuelva en forma grafica el PL.

§ Jane es dueia de una granja de 45 acres. En cllos va a
sembyar {rigo y maiz. Cada acre sembrado con trigo rinde
200 délares de utilidad; cada acre sembrado con maiz pro-
porciona 300 délares de utilidad. La mano de obra y el fer-
tilizante que se utiliza para cada acre, aparece ¢n la tabla 1.
Se dispone de 100 trabajadores y de 120 toncladas de ferti-
lizante. Mediante programacion lineal determine como Jane
pucde maximizar las utilidades.

TABLA 1

Tige CMaiz

Mano de obra 3 trabajadores 2 trabajadores
Fertilizanle 2t 4t

3.3 [asos especiales

Los problemas de Giapetto y de Dorian tenian una solucidn dptima dnica. En esta seccion

se fratan tres tipos de PL que no t1

enen una solucién optima inica.

-
1 Algunas PL tienen un nimero infinito de soluciones optimas (solticiones dptimas miil-

tiples o alternativas).

2  Algunas PL no tienen soluciones factibles (PL no factible).

3 Algunas PL son no acofadas: hay puntos en la regién factible con valores z arbitraria-
mente grandes (en problemas de maximizacion).

Soluciones 6ptimas miiltiples o alternativas

CIEJEMPLO (3

Una compaiiia de automotores fabrica autom
los debe pasar por ¢l taller de pintura y por el
sélo camiones, entonces podria pintar 40 por dia. Si elt

" Soluciones optimas alternativas = -

Gviles y camiones. Cada uno de los vehicu-
de ensamble. Si el taller de pintura pintara
aller de pintura pintara s6lo auto-

méviles, entonces podria pintar 60 vehiculos diarios. Si el taller de ensamble se destinara

s6lo a ensamblar automéviles, entonces pod
miones, procesarfa 50 por dia. Cada camion contri

ria procesar 50 al dia, y si solo produjera ca-
buye con 300 délares a la utilidad, y

cada automévil contribuye con 200 dolares. Mediante la PL, determine un programa de
produccion diaria que maximice Jas utilidades de la compailia.

Solucidn

La compaiiia debe decidir cudntos automoviles y camiones debe producir por di

a. Esto lle-

va a definir las siguientes variables de decision:

x; = numero de camiones producidos por dia

x, = nimero de automéviles producidos por dia
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La utilidad diaria de la compaiiia (en cientos de dolares) es Jx, + 2x, asi que la funcion
objetivo de la empresa podria ser la siguiente:

max z = 35, -+ 2xy (12)
[Las dos restricciones de la compaiiia son:

Restriceion 1 La fraccion del dia durante la cual el taller de pintura estd ocupado, es me-
nor o iguafa 1.

Restriccion 2 La fraccién del dia durante la cual el taller de ensamble esta ocupado es me-
nor o igual a 1.

Fntonces,
Fraccion del dia en que ¢l taller de pintura trabaja con los camiones =

( fraccion del dia ) ( camiones )

camion dia
— L.
7 iR
Fraccion del dia en que el tailer de pintura trabaja con los automoviles = 6'—0 Xg
Fraccion del dia en que el taller de ensamble trabaja con fos camiones = ;15 X1
Fraccion del dia en que el taller de ensambie trabaja con los automoviles = ;—0 X2
Por lo tanlo, ia restriccion 1 se podria expresar como sigue
L x; -k L =1 (limitacion del taller de rntura) {13)
a0 60 ‘ | P
y la restriccion 2 seria
1 1 L
0 x 0 X =1 (limitacion del tatier de ensamble) (14)
Como x; = 0 vy x, = 0 se debe cumplir, el PL pertinente es
max z = 3x; + 2xy (12)
f !
5.4 —x F——x =1 13}
407 60 " {
1 I
—x h—x =1 14)
507" 5077 (
Xy, X2 =0

La regién factible para esta PL es la region sombreada en la figura 5 limitada por AEDE T

Por lo que toca a Ja recta de isoulilidades, se escoge 1a recta que pasa por el punto (20,
0). Como (20, 0) tiene un valor z de 3(20) + 2(0) = 60, entonces la recta de isoutilidades
es z = 3x; + 2x, = 60. Cuando se examinan las rectas paralelas a esta recta de iso-
utilidades en la direccion en que z aumenta (noreste), se observa que el ultimo “punto” en
la region factible en que se cruza una recta de isoutilidades es todo el segmento de recta
AE. sto quiere decir que cualdquier punto sobre e segmento de recta A es optimo. Es po-
sible usar cualguier punto sobre AE para determinar el valor optimo de z. Por ejemplo, el
punto 4, (40, 0), da z = 3(40) = 120.

64

En resumen, Ia PL de la compatiia de automoviles tienc un numero infinito de solucio-
nes optimas, es decir, tiene soluciones nuiltiples o alternativas. Esto lo indica el hecho de

tEa restriccion (13} la satisfacen todos los puntos sobre AB{AB es ;lﬁ x + & =1}, y(idoabajodela

recta; y lodos los puntos sobre CD (CD es % Xy + Sl—oxz = 1) ¢ abajo de la recta satisfacen (14).
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FIGURA B
Solucidn grafica del
gjemplo 3

SUEJEMPLOSE

Sotucion

i ] >,
F 1o 20 30 40 50 60

que a medida que una recta de isoutilidades dcja la region factible, intersectara un segmen-
to de recta completo que corresponde a la restriccion activa (en este caso, AE).

A partir del ¢jemplo actual, parece razonable (y se puede demostrar que €s cierto) que
si dos puntos (4 y £ aqui) son optimos, entonces cualguier punto ¢n el segmento de recta
que une estos dos puntos también lo es.

Si hay otra opcién Gptima, entonces quien toma las decisiones puede usar un criterio
secundario para escoger entre las soluciones optimas, Los administradores de la compafiia
de automdviles podrian preferir el punto A, porque simplificarfa sus negocios (y hasta
les permitiria maximizar las utilidades) porque podrian producir un solo tipo de producto
(camiones).

La téenica de programacién por objetivos (véase seccidn 4.14) se aplica con frecuen-
cia para escoger entre varias soluciones Optimas alternas.

PL no factible

Es posible que una region factible de PL sea vacia (no contenga puntos), lo cual da como
resultado un PL no factible. Como la solucién optima a un PL es el mejor punto en la ¢~
gion factible, una PL no factible no tiene soluciones optimas.

. PL no factible

Suponga que los vendedores de automéviles requicren que la compaiiia de automoviles del
ejemplo 3 fabriquen por lo menos 30 camiones y 20 automoviles. Determine la solucion
&ptima para el nuevo PL.

Después de afiadir fas restricciénes x; = 30y x, = 20 al ejemplo 3, s¢ obtiene la signien-
te PL:

max z = 3x; + 2x,

s.a -416x1 + —616;»(2 =1 {15)
—1~x1 +Lx25 I {16)

50 50
X} = 30 (1N
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60 4
50 (1
a b
= rr
20 ek 1 i
G
16§
FIGURA ©
Region factible vacia CL 1 Ly
. - X
(PL no factible) w20 60 l
x; = 20 {18)
X1, X2 =0

La grafica de la region factible para esta PL es la de la figura 6.

Todos los puntos en AB (A5 es 316):1 -+ B%xz = 1) o los que se encuentran abajo de AB
cumplen la restriccion (15).

Todos los puntos en CD (CD es 5—19_\'; + %xz = 1) o los que se encueniran abajo de CD,
cumplen la restriccion (16).

Todos los puntos en EF (EF es x; = 30) o los que estan a la derecha de EF, cumplen
la restriccion (17).

Todos los puntos en GH (GH es x, = 20) o los que se encuentran arriba de AB, cum-
plen la restriccion (18).

En la figura 6, es evidente que ningin punto satisface de la (15) a la (18). Esto significa
que ¢l ejemplo 4 tiene una regién factible vacia y es un PL no factibic.

66

El PL es no factible en el ejemplo 4, porque producir 30 camiones y 20 autoinaviles re-
quiere mas tiempo en ¢l taller de pintura del que esta disponible,

PL no acotada

La siguiente PL especial es un PL 1o acofada. En un problema de maximizacion, una PL
no acotada se presenta si es posible encontrar puntos en la region factible con valores de z
arbitrariamente grandes, lo cual va de acuerdo con un administrador que obtiene en for-
ma arbitraria grandes ingresos o utilidades. Esto indica que no habria una solucion optima
1o acotada en una PL planteada en forma correcla. Por lo tanto, si usted resuelve una PL
en la computadora y encuentra que la PL es no acotada, entonces es muy probable que
haya cometido un error al formular la PL o al introducir los datos a la computadora.

Por lo que se refiere a un problema de minimizacién, una PL es no acotada si hay pun-
tos en la regién factible con valores de z arbitrariamente pequefios. Al resolver en forma
grafica wna PL, es posible detectar una PL no acolada de Ia siguiente manera: un proble-
ma de maximizacion es no acotado si, cuando usted se desplaza en forma paralela a la rec-
ta de isoutilidades original en 1a direccion en que se incrementa z, nunca deja por completo
Ja region factible. Un problema de minimizacion es no acotado si nunca deja ia region fac-
tible al moverse en la direccion en que decrece 2.
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“EJEMPLOD

Salucion

FIGURA 7
PL no acotada

'PL no acotada’

Resolver en forma grafica la PL siguicnte:

max z = 2x; — Xy
s.a X —xn =l (19)
2x; Hx; =6 (20)
¥, 0 =0

En la figura 7 se puede ver que todos los puntos en la recta 48 (ABeslarectax; — x2 =
1) o por arriba de ella satisfacen (19). Asimismo, todos los puntos en la recta CD (CD es
2x, + X, = 6) o por arriba de ella satisfacen (20). Por consiguicnte, la region factible pa-
ta el ¢jemplo 5 es la regién no acotada (sombreada de la figura 7, la cual esta acotada sO-
lo por ¢l eje x,, ¢l scgmento de recta DE v la parte de la recta A8 que inicia en K. Para
encontrar la solucion Optima se traza la recta de isoutilidades que pase por (2, 0). Esta recta
de isoutilidades tiene z = 2x; — xp = 2(2) — 0 = 4. La direccién en que se incrementa z
¢s hacia el sureste (esto hace a x| mayory ax; menor). Al desplazarse en forma paralela a
z = 2x, — x, en direccion sureste, se observa que cualquier recta de isoutilidades que se
trace, cruza la region factible. (La razén es que cualquicr recta de isoutilidades tiene ma-
yor pendiente que la recta x; — Xz = 1.}

Por lo tanto, hay puntos en la region factible que tienen valores de z arbitrariamente
grandes. Por ejemplo, si se desea encontrar un punto en la region factible que tuviera z =
1 000 000, se podria escoger cualquier punto en la region factible que esté al surcste de la
recta de isoutilidades z = 1000 000.

Lucgo del analisis de las @ltimas dos sccciones, se puede ver que todas las PL con dos
variables deben estar en uno de los siguientes cualro ¢asos:

caso1 El PL tiene solucidn optima tinica.

caso 2 El PL tienc soluciones dptimas alternativas: dos 0 mas puntos extremos son 6pti-
mos y la PL tendrd un nimero infinito de soluciones optimas.

Caso 3 El PL es no factible: la region factible no contiene puntos.

caso4 ElPL es no acotada: hay puntos en la region factible con valores z arbitrariamen-
te grandes (problemas de maximizaci6n) o arbitrariamente pequeiios (problemas de mini-
mizacidn).

En el capitulo 4 se demuestra que toda PL (no sélo las PL con dos variables} debe estar en
cualesquicra de los cuatro casos.
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En el resto del capitulo se guia al lector a través del planteamienio de varios modelos
de programacion lineal mas complicados. El paso més importante en el planteamiento del
modelo de PL, es la eleccion de las variables de decision. Si éstas se escogen de modo
apropiado, la funcion objetivo y las limitaciones se infieren sin mucha dificultad. El pro-
blema al determinar una funcion objetivo y las restricciones de un PL es, por lo regular, el
resultado de una eleccion incorrecta de las variables de decision.

PROBLEMAS

Grupo A

Identifique cudl de los casos [ a 4 se aplica a cada una de los
siguientes Pl.:

[ max z = x; + Xy
s.a X ta=4
X —x =)
X, x =0
2 max z = dx; + x;
s.a 8x; + 2x, = 16
S5 + 2x, = 12
X, X% =0
3 max z = —x; + 3x»
s.a Xy — xpy =4
2 =4
X2 =0
4 max z = 3x; + 2y
s.a vyt =0
X+ 3x, =9
X, x =0

5 Verdadero o falso: para que un PL sea no acolado, la re-
gion factible del PL debe ser no acotada.

B Verdadero o falso: todo PL con una region factible no
acotada tiene una solucién Sptima no acolada.

7 Si la region factible de un PL no es no acotada, se dice
que la regidn factible del PL. es acotada. Suponga que un PL
posee una region factible acotada. Explique por qué puede
encontrar la solucién optima para el PL (sin una recta de iso-
utilidades o de isocostos) mediante Ia simple verificacion de
los valores z en cada punto extremo de la region factible.
iPor qué podria fallar este método si la region factible del PL
¢s no acotado?

8 Determine graficamente todas las soluciones dptimas del
siguientie PL:

minz = x; — X
s.a X+t =0
X1 —x=0
X5 =3
XX, =0
8 Encuentre en forna grifica dos soluciones 6plimas de la
siguiente PL:
min z = 3x; + Sy
5.a 3xp + 2x = 36
vy + Sxp = 45
X, =0

Grupo B

10 Boris Milkem, el administrador de efectivo, negocia con
moneda francesa (francos) v con moneda norteamericana
(dolares). A ia media noche compra francos y paga 0.25 dé-
lares por franco, y dolares a tres francos por délar. Sea x; =
numero de dolares comprados (pago en francos), y x» = nil-
mero de francos comprados {pago en dolares). Suponga que
ambos tipos de transacciones se efectéan en forma simulia-
nea, vy que la (nica limitacién es que a las 12:01 a.m. Boris
debe tencr un nimero no negativo de francos y dolares.

a Plantee um PL que le permita a Boris maximizar el nG-

mero de délares quc tiene después de que todas las tran-

sacciones se completan,

Il Resuelva en forma grafica el PL y explique su res-

puesta.

3.4 Un problema de dieta

Vartos planteamientos de PL (como el ejemplo 2 y ¢l siguiente problema relacionado con
la dieta) surgen de situaciones en las cuales quien toma las decisiones desca minimizar el
costo de cumplir con una serie de exigencias.
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" EJEMPLO:6

Solucion

- Problema relacionado con la.dieta -

Mi dieta requiere que todos los alimentos que ingiera pertenezcan a uno de los cuatro “gru-
pos basicos de alimentos” (pastel de chocolate, helado de crema, bebidas carbonatadas y
pastel de queso). Por ahora hay los siguientes cuatro alimentos: barras de chocolate, hela-
do de crema de chocolate, bebida de cola y pastel de queso con pifia. Cada barra de cho-
colate cuesta S0 centavos, cada bola de helado de crema de chocolate cuesta 20 centavos,
cada botetla de bebida de cola cuesta 30 centavos y cada rebanada de pasiel de queso con
pifia cuesta 80 centavos. Todos los dias debo ingerir por io menos 500 calorias, 6 onzas de
chocolate, 10 onzas de azicar y 8 onzas de grasa. El contenido nutricional por unidad
de cada alimento se proporciona ¢n la tabla 2. Plantee un modelo de programacion iineai
que se pueda utilizar para cumplir con mis necesidades nutricionales al minimo costo.

Como siempre, se empieza por establecer las decisiones que se deben tomar: cuanto de ca-
da tipo de alimento s¢ debe consumir por dia. Por consiguiente, definimos las variables de
decision:

x; = cantidad de barras de chocolate consumida al dia

x, = canfidad de bolas de helado de chocolate ingeridas al dia

x3 = botellas de bebida de cola tomadas por dia

x4 = rebanadas de pastel de queso con pifia consumidas al dia
Mi objetivo es minimizar el costo de mi dieta. El costo total de cualquier dieta se podria
determinar a partir de la siguiente relacion: (costo total de la dieta) = (costo de las barras de

chocolate) + (costo del helado de crema) + (costo de la bebida de cola) + (costo del pastel
de queso). Para evaluar el costo total de la diefa obsérvese que, por gjemplo,

Costo de la bebida de cola = ( costo ) ( boteltas de bebida )
botella de bebida de cola de cola consumidas

= 30x;
Al aplicar el mismo razonamiento a los otros tres alimentos, se tiene (en centavos)
Costo total de la dieta = 50x; + 20x, + 30x; + 80x4
Por lo tanto, la funcién objetivo es
min z = 50x; + 20x; + 30x2 + 80x4
Las variables de decision deben satisfacer las cuatro restricciones siguicntes:
Restriceidn 1 El consumo de calorias por dia debe ser por lo menos de 500 calorias.
Restriccion 2 El consiimo diario de chocolate debe ser por lo menos de 6 onzas.
Restriccidn 3 La ingestion diaria de azucar debe ser por lo menos de 10 onzas.

Restriccion 4  El consumo diario de grasas debe ser de por lo menos 8 onzas,

TABLA 2

Valores autricionales de 13 diela

Tipo'dé ..éiiﬁléjﬂio : Bhnco!ate(ﬂnzas} * Aalicar (Ongas) - Brasa (Onzas)
Barra de chocolate 400 3 2 2
Helado de crema de

chocolate (1 bola) 200 2 2 4
Bebida de cola (1 botefla) 150 0 4 1
Pastel de queso con piiia

(1 rebanada) 500 0 4 5
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Téngase en cuenta gue (consumo diario de calorias) = (calorfas en las barras de chocolate)

+ (calorias en ef hefado de chocolale) + (calorias en la bebida de cola) + (calorias en el pas-

tel de queso con pifia) para expresar la restriccion 1 en términos de las variables de decision.
Las calorfas en las barras de chocolate consumidas se determinan a partiy de

N salori : shocolate
Calorias en las barras de chocolate = (——ﬁh’-ﬂ—f) (balfﬂS de chocolate )
harra de chocolate consunidas

= 400x,
Al aplicar un razonamiento similar a los olros tres alimentos se obtiene
Consumo dhario de calm-‘ias = 400x, + 200x; + [50x; -+ 500x,

La restriccion 1 se expresa mediante

400x, + 200x; + 150xy + 500x4 = S00 (Restriccion de las calorfas)  (21)
La restriccion 2 se expresa mediante

v, + 20, =0 (Restriccion del chocolate) (22
La restriccion 3 se expresa mediante

2%, o+ 2x, + dxy + dxy = 10 (Restriccion del azicar) 20
La resiriccion 4 se expresa medianic

2x, + dyy + xyt Sxy =8 (Restriccion de la grasa) (24

Por tltimo, se deben cumplir las restricciones de signox; = 0 (i = 1,2,3,4).
Al combinar Ia funcién objetivo, las restricciones (21) a 24) y las restricciones de sig-
no se obtiene o siguiente:

min z = 50x; + 20x; + 30x; + 80x4

s.a 400x; + 200x, + 150x; + 500x4 = 500 (Restriccion de fas calorias) (21)

3x, + 2xp =6 (Restriccion del chocolate)  (22)

dx; & 2+ dxy+ dxg = 10 (Restriccion del azicar) 29

2x + dxp + x3+ Sxy=8 (Restriccion de fa grasa) (24)
x=00(=1273,4) (Restricciones de signo)

La solucién optima para este PL esx; = x4 = 0, x, = 3,x3 = [,z = 90. Por lo tanto, la
dieta de costo minimo cuesta al dia 90 centavos si s¢ consumen tres bolas de helado de cre-
ma de chocolate v se toma una botella de bebida de cola. El valor optimo de z se obliene
al sustituir el valor optimo de las variables de decisién en la funcion objetivo. Asi se ob-
tiene un costo total de z = 3(20) + 1(30) = 90 centavos. La dieta 6ptima proporciona

200(3) + 150(1) = 750 calorias
2(3) = 6 onzas de chocolate
2(3) + 4(1) == 10 onzas de azicar
4(3) + 1(1) = 13 onzas de grasa

Por consiguiente, las restricciones del chocolate y el amicar son activas, pero las
restricciones de calorias y grasa son inactivas.

Una version del problema de la dieta con una lista de alimentos y cantidades necesarias
nutricionales mas reales, fue una de las primeros PL que se resolvid mediante computado-
ra. Stigler (1945) propuso un problemna relacionado con fa dieta, en el cual habia 77 tipos
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de alimentos y se tenian que cumplir 10 requisitos nutricionales {vitamina A, vitamina C,
entre ofros). La solucién dptima que dio la computadora consistia en harina de maiz, hari-
na de trigo, leche evaporada, crema de cacahuate, grasa de cerdo, carne de res, higado, pa-
pas, cspinacas y col. Si bien esta dieta contienc evidentemente un alto grado de nutrienics
vitales, pocas personas s¢ mostrarian satisfechas con ¢lla, porque no parece cumplir los es-
tandares minimos de sabor (y Stigler exigia que se comiera lo mismo todos los dias). L.a so-
lucién 6ptima de cualquier modelo de PL reflgja s6lo los aspectos de realidad que capta la
funcidn objetivo y las limitaciones. El planteamiento de Stigler (y ¢l nuestro) del problema
de la dieta no reflejd el desco de las personas por una dieta sabrosa y variada. La programa-
¢i6n por enteros se utiliza para plancar los menus de ciertas instituciones para una semana
o un mes.’ Los modelos para la planeacion de menis si consideran limitaciones que refle-

jan el sabor y la variedad.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Hay tres fabricas a las orillas del rio Momiss (1, 2 y 3).
Cada una vierte dos tipos de contaminantes (t y 2) al rfo. Si
se procesaran los desechos de cada una de las fabricas, enton-
ces se reduciria la contaminacién del rio. Cuesta 15 ddlares
procesar una tonelada de desecho de la fabrica 1, y cada to-
nelada procesada reduce la cantidad de contaminante 1 en
0.10 ton y la cantidad del contaminante 2 en 0.45 toneladas.
Cuesta 10 délares procesar una tonelada de desecho de la fa-
brica 2, y cada tonelada procesada reduciria la cantidad del
contaminante 1 en 0.20 ton y la cantidad del contaminante 2
en 0.25 toneladas. Cuesta 20 ddlares procesar una tonelada de
desecho de [a fabrica 3, y cada tonelada procesada reduciria
1a cantidad del contaminante 1 en 0.40 ton y la cantidad del
contaminante 2 en 0.30 toneladas. El Estado desea reducir la
cantidad del contaminante 1 por lo menos en 30 toneladas y
la cantidad del contaminante 2 en por lo menos 40 toneladas
en el rio. Plantee una PL que minimice el costo de disminuir
la contaminacion en las cantidades deseadas. ;Opina que las
suposiciones del PL (Proporcionalidad, Aditividad, Divisibili-
dad y Certidumbre) son razonables para este problema?

21 [US. Labs fabrica valvulas mecénicas para el corazon a
partir de valvulas del corazén de cerdos. Se requicren valvu-
las de distintas dimensiones en diferentes operaciones del co-
razoén. U.S Labs compra vélvulas de cerdo a tres proveedores
distintos. El costo y la combinacion de las vélvulas compra-
das a cada proveedor se muestran en la tabla 3. Cada mes,
U.S. Labs hace un pedido a cada proveedor. Se deben com-
prar todos los meses por lo menos 500 valvulas grandes, 300
medianas y 300 pequeiias. Debido a la disponibilidad limita-
da de las valvulas de cerdo, se compran cuando mucho 700
valvulas por mes a cada proveedor. Formule una PL con la
que se puedan minimizar los costos de adquisicién de las val-
vulas necesarias.

3 Peg y Al Fuady tienen un presupuesto limitado para ali-
mentos, por lo que Peg esta tratando de alimentar a la fami-
lia con el menor dinero posible. Pero quierc tener la certeza
de que los miembros de la familia obtiencn las cantidades ne-

TRalintfy (1976).
IBasado en Hilal y Erickson (1981).

TABLA 3

PR __i:ﬁ's'io”' Lo las G delas - % de las
Proveedor - por vitvula (§) - . grandes - .medianas peguefias
i 5 40 40 20
2 4 30 35 35
3 3 20 20 60

cesarias de nutrientes. Peg puede comprar dos alimentos. El
alimento 1 cuesta 7 ddlares la libra y cada libra contiene tres
unidades de vitamina A y una unidad de vitamina C. El ali-
mento 2 cuesta un délar por libra, y cada libra contiene una
unidad de cada vitamina. La familia requiere todos los dias
por lo menos 12 unidades de vitamina A y seis unidades de
vitamina C.

a Compruebe que si Peg compra diario 12 unidades del
alimento 2, entonces excedera la cantidad necesaria de vi-
tamina C en 6 unidades.

b Al se mostrd firme y demandd que Peg cumpla exac-
tamente con las cantidades de nutrientes necesarios al dia
con ¢! fin de consumir precisamente 12 unidades de vita-
mina A y 6 unidades de vitamina C. La solucion dptima
al nuevo problema requiere que se ingiera menos vitami-
na C, pero resultard més cara, ;Por que?

4 Ricitos de Oro necesita encontrar por lo menos 12 1b de
oro v al menos 18 1b de plata para pagar la renta mensual.
Hay dos minas en las cuales Ricitos de Oro puede enconirar
oro y plata. Cada dia que Ricitos de Oro pasa en la mina |
encuentra 2 1b de oro y 2 Ib de plata. Cada dia que Ricitos
de Oro pasa en la mina 2 encuentra 1 [bde oroy 3 1b de pla-
fa. Plantee un PL que ayude a Ricitos de Oro a cumplir con
sus requerimientos pasando el menor tiempo posible en las
minas. Resuelva graficamente ¢l PL.
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3.5 Un problema de horarios de trabajo

En muchas aplicaciones de programacion lineal se requiere determinar el método de cos-
to mimimo para satisfacer las exigencias de fuerza de trabajo. Mediante el ejemplo siguien-
te se ilustran las caracteristicas basicas y comunes en muchas de dichas aplicaciones.

T2

Solucidn

Una oficina de correos requiere distintas cantidades de empieados de tiempo completo en
diferentes dias de la semana. La cantidad de cmpleados de tiempo completo que se requie-
re cada dia, se da en la tabla 4. Las reglas del sindicato establecen que cada empleado de
tiempo completo debe trabajar cinco dias consccutivos y descansar dos dias. Por ejemplo,
un emplieado que trabaja de lunes a viernes, debe descansar sabado y domingo. La oficina
de correos quiere cumplir con sus exigencias diarias sdto por medio de empleados de tiem-
po completo. Plantee un PL que la oficina de correos pueda utilizar para minimizar la can-
tidad de emplecados de tiempo completo que tengan que ser contratados.

Antes de ofiecer el planteamiento correcto de este problema, analicemos una solucion in-
correcta. Muchos estudiantes empiezan por definir x; como el nimero de empleados que
trabajan en el dia 7 (dia | = lunes, dia 2 = martes, etcélera). Su razonamiento es que (-
mero de empleados de tiempo completo) = (nimero de empleados que trabajan el lunes)
+ (nimcero de empieados que trabajan el martes) + -+ + (nimero de empleados que tra-
bajan el domingo). Este razonamiento origina la funcion objetivo siguiente:

min z = x; +x; + 0 xg + xy

Para tener la seguridad de que en la oficina postal estan trabajando suficientes empleados
de tiempo completo todos los dias, suman las restricciones x; = (niumero de empleados re-
queridos en el dia 7). Por ejemplo, para el lunes afiaden la restriccion x| = 17. Al agregar
las restricciones de signox; = 0 (F = 1, 2, ..., 7) se obtiene el PL siguiente
minz=x; +x; +xF x4+ x5+ xg+xy
s.a X, =17
13
Xy =15
Xy =19
14
16
xp 2= 11
=0 (i=1,2,....,7

v

X2

b
th
v

v

Xg

v

Por lo menos hay dos errores en este planteamiento. Priinero, fa funcion ebjetivo no es
el minmero de empleados postales de tiempo completo. La funcién objetivo actual cuenta a
cada empleado cinco veces, no una. Por ejemplo, cada empieado que empieza a trabajar el
lunes, labora de lunes a viemes, y esta incluido en xy, x5, x5, x4 ¥ x5. Segundo, las varia-
bles x|, x4, . . ., x7 estdn inferrelacionadas, y la interrelacion entre las variables no se re-
fleja en el conjunto actual de restricciones. Por gjempio, algunas de las personas que
trabajan el lunes (las personas x,) estaran laborando el marfes. Esto significa que x; y x;
estén interrclacionadas, pero las restricciones no sefialan que el valor de x, tenga efecto al-
guno en el valor de x,.

La clave para plantear en forma correcta este problema, es darse cuenta de que la deci-
sion fundamental de la oficina de correos no es cudntas personas trabajan cada dia, sino
méas bien cuantas personas enmpiezan a trabajar cada dia de la semana. Tomando en cuen-
ta lo antertor, se define:
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TABLA &
Exigencias de la oficina de coreos

Hiimero de empleados de tiempo

Dia complete que se necesitan
I = Lunes 17
2 = Martes 13
3 = Miércoles i5
4 = Jueves 19
5 = Viernes 14
6 = Sabado 16
7 = Domingo 11

x; = numero de empleados que empiezan a trabajar ¢l dia /

Por ejemplo, x, ¢s la cantidad de personas que empiezan a trabajar el lunes (estas perso-
nas laboran de lunes a viernes). Cuando ya estan definidas correctamente las variables, es
facil determinar la funcién objetivo adecuada, asi como las limitaciones. Para determinar
la funcion objetivo, obsérvese que (nimero de empleados de tiempo completo) = (name-
ro de empleados que empiezan a trabajar el lunes) + (niimero de emplcados que empie-
zan a tabajar ¢l martes) +o-+ (nimero de empleados que empiezan a trabajar el
domingo). Como cada empleado empieza a trabajar exactamente un dia de 1a semana, cs-
ta expresién no cuenta dos veces a los empleados. Por consiguiente, cuando se definen en
forma correcta las variables, la funcién objetivo es
minz =x, + X +x3 + x4+ x5+ xg X7

La oficina de cotreos tiene que asegurarse que cstén trabajando suficientes empleados
cada dia de la semana. Por ejemplo, por lo menos 17 empleados deben cstar laborando el
lunes. §Quién esta trabajando el lunes? Todos excepto los empleados que empezaron a tra-
bajar el martes o el miércoles {estas personas descansan respectivamente domingo y hunes,
y lunes y martes). Esto quiere decir que el nimero de empleados que laboran €l lunes ¢s
x) + X4 + x5 + x6 + x7. Con el fin de tener la certeza que por lo menos 17 empleados es-
tAn laborando el lunes, se requiere que se cumpla la limitacién

xp + x4 + x5 + xg + x7= 17

Luego de establecer limitaciones similares para los otros seis dias de la scmana 'y las res-
tricciones de no negatividad x; = 0 (i = 1, 2,...,7) seobtiene ¢l planteamiento siguien-
te para el problema de la oficina de correos:

minz = x, + X +x3+ gt xst xgt xg

s.a X +xyFxs txg T =17 (restriccion del lunes)
x; + xo + xg+xg + X =13 (restriccion del martes)
Xy +tat + xg + x7= 15 (restriccion de} miércoles)
X+ xptxytxg +x; 219 (restriccion del jueves)
Xy b xptxy Fxg X = 14 (restriccidn del viernes)
X Fxytxgtxs T X =16 (restriccion del sabado)

x3 4+ X4 4 x5+ x6 +x7 = 11 (restriccion del domingo)
x=0 (i=12....,7 (restricciones de signo)

Iﬁ]a solucidn éptima para este PLesz = %, X1 = %, Xq = “'3.9, X3 = 2,0 = 333, x5 = 0,x¢ =
= %7 = 5. Como sélo se permiten trabajadores de tiempo completo, las variables deben
ser nluneros enteros, por lo que no se cumple la Suposicion de divisibilidad. Para hallar
una respuesta razonable en la cual todas las variables sean enteros, s intenta redondear las

variables fraccionarias al valor superior, lo cual genera la solucion factible z = 25, x, = 2,
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Xy =45y = 2,5, = 8, x5 = 0, x, = 4,57 = 5. Esto deja ver que la Programacion por en-
teros se puede usar para demostrar que una solucién Optima para el problema de la ofici-
napostalesz = 23, x; =4, x, = 4, x3 = 2,54 = 0, x5 = 0, x4 = 4, x; = 3. Obsérvese que
no hay modo de que la solucién de la programacion lineal dptima se pueda redondear pa-
ra obtener la solucién dptima sélo con enteros.

Baker (1974) desarrolld una téenica efectiva (en fa que no se utiliza la programacton li-
neal) para determinar el minimo de empleados necesarios cuando cada trabajador tiene dos
dias seguidos de descanso.

74

Si usted resuelve este problema mediante LINDO, LINGO o el Solver para Excel, po-
dria llegar a un horario distinto cuando trabajan 23 empleados. Esto demuestra que el
ejemplo 7 liene soluciones dptimas alternativas.

Elaboracién de horario imparcial para los empleados

La solucién dptima encontrada requiere 4 trabajadores que empiecen ¢l lunes, 4 el mattes,
2 el miércoles, 6 el jueves, 4 el sibado y 3 el domingo. Los empleados que empiezan el
sibado estardn poco contentos, porque nunca tendran un fin de semana Jibre. Si se rotan
los horarios de los empleados después de un periodo de 23 semanas, se obtiene un horario
més justo. Para ver como se logra, considere el siguiente horario:

m scianas | a 4: empieza en lunes
semanas 5 a 8: empieza en marles
semanas 9 a 10: empicza en miércoles
semanas 11 a 16: empieza en jueves
semanas 17 a 20: empieza en sabado

semanas 21 a 23; empieza en domingo

El empleado 1 sigue su horario durante un periodo de 23 semanas. El empleado 2 inicia
con la semana 2 de su horatio (empieza el lunes durante 3 semanas, luego el martes du-
rante 4 semanas y termina con 3 scnianas que empiezan el domingo y una semana en lu-
nes). Se contintia con este modelo para generar un horario de 23 semanas para cada
empleado. Por ejemplo, el empleado 13 tiene el siguiente horario

m semanas | a 4: empicza en jueves
semanas 5 a 8: empieza en sadbado
semanas 9 a 11: empieza en domingo
semanas 12 a 15: empieza en lunes
semanas 16 a 19: empieza en marles
semanas 20 a 21: empieza en miércoles

semanas 22 a 23 empieza el jueves

Este método para calendarizar el trabajo trata igual a todos los empleados.

Aspectos de los modelos

1 FHste ejemplo es un problema estitico de horarios, porque se supone que la oficina de
correos maneja el mismo horario cada semana. En realidad, las demandas cambian a lo lar-
go del tiempo, los (rabajadores toman vacaciones el el verano, etcétera, asi que la oficina
no enfienta la misma situacion cada semana. Un problema dindmico de horarios sc ana-
liza en la seccion 3.12.

2  Si usted quisicra determinar un modelo para un horario semanal que funcionara ¢n un
supermercado o un restaurante de bocadillos, la cantidad de variables podria ser muy gran-
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de y la computadora podria tener dificultades para establecer una solucion exacta, En este
caso se usa ¢l método heuristico para encontrar una buena solucién al problema. Refiéra-
se a Love y Hoey (1990), donde encontrar un ejemplo de horarios para un restaurante de

bocaditlos.

3 Nuestro modelo se puede ampliar con toda facilidad para manejar empleados de me-
dio tiempo, ¢l uso de tiempo extia’y funciones objetivo opcionales como maximizar el ng-
mero de dias de fin de semana libres. (Véanse problemas 1,3 y 4.)

4 ;Cémo se determind el ntimero de empleados necesarios para cada dia? Quizé ia ofi-
cina de correos quiere tener suficientes empleados para asegurarse que 95% de todas las
cartas se clasifiquen en una hora. Para determinar la cantidad de empleados necesarios pa-
ra proporcionar un servicio adecuado, la oficina de correos podria utilizar la teoria de co-
fas, la cual se trata en Modelos estocdsticos en la investigacion de operaciones.
aplicaciones y algoriimos; y pronodsticos en el capitulo 14 de este libro.

Aplicaciones en la vida cotidiana

Krajewski, Ritzman y McKenzie {1980), con la ayuda de la PL, crearon un horario para

los empleados que elaboraban ¢

heques en el Ohio National Bank. Su modelo establecio la

combinacién de costo minimo de empleados de medio tiempo, empleados de tiempo com-
pleto y tiempo extra necesaria para procesar los cheques diarios hacia ¢l final del dia de

trabajo (10 p.m.). El dato principa

| de su modelo era un prondstico del nimero de cheques

que llegarian al banco cada hora. Este pronéstico se obtuvo por medio de regresion miilti-
ple (véase Modelos estocdsticos en la investigacion de operaciones: aplicaciones y algo-
vitmos). El principal resultado de la PL fue un horario de trabajo. Por gjemplo, Ja PL

recomendaba que dos empleados

de tiempo completo trabajaran diariamente de 1} a.m. a

8 p.m., 33 empleados de medio tiempo trabajarian diario de 6 p.m. a 10 p.m. y 27 trabaja-
dores de medio tiempo laborarian de 6 p.m. a 10 p.m. lunes, martes y viernes.

PROBLEMAS

Grupo A

1 En ¢! ejemplo de la oficina de correos, suponga que ca-
da empleado de tiempo completo trabaia 8 horas al dia. En-
tonces, as demandas del lunes de 17 trabajadores se podrian
considerar como 8(17) = 136 horas. La oficina de correos
podria cumplir su demanda diaria de mano de obra emplean-
do tanto trabajadores de tiempo completo como de medio
tiempo. Durante cada semana, un empleado de tiempo com-
pleto trabaja 8 horas diarias durante cinco dias consecutivos,
en tanto que un empleado de medio tiempo trabaja 4 horas
al dia durante cinco dias consecutivos. Un empleado de
tiempo completo representa un costo de 15 ddlares por ho-
1a a la oficina de correos, en tanto que ua empleado de me-
dio tiempo (con prestaciones salariales reducidas) cuesta
10 délares por hora a la oficina de correos. Las reglas del
sindicato limitan el trabajo de medio tiempo a 25% de la
mano de obra necesaria a la semana. Plantee un PL que mi-
nimice los costos de la oficina de correos en mano de obra
a la semana.

2  Durante cada periodo de cuatro horas, la policia de Pue-
blo Chico necesita la siguiente cantidad de oficiales de po-
licia en servicio: de las 12 de la noche a 4 am,, 8; dedal8
am., 7; de 8 am. a 12 del dia, 6; de 12ad4pm,6;deda

gpm, 5 de8pm.a medianoche, 4. Cada oficial de policia
trabaja dos turnos consecutivos de 4 horas. Plantee un PL que
sea fitil para minimizar el mimero de policias necesarios pa-
ra cunplir con las demandas diarias de Pueblo Chico.

Grupo B

3 Suponga que la oficina de correos tienc la capacidad de
forzar a los empleados a trabajar un dia de tiempo extra ca-
da semana. Por ejemplo, un empleado cuyo turno regular es
de lunes a viemnes, tendria que trabajar un sdbado. Cada em-
pleado recibe como pago 50 délares por dia en los primeros
cinco dias trabajados durante una semana y 62 dblares por
el dia extra (en caso de trabajarlo). Plantee un PL cuya so-
Tucién posibilite a la oficina de correos minimizar el costo
de cumplir con sus demandas de trabajo a la semana.

4 Suponga que la oficina de correos cuenta con 25 em-
pleados de tiempo completo y no tiene permifido confratar
o despedir empleados. Formule un PL que se pueda usar pa-
ra establecer un horario para los empleados con objeto de
maximizar ¢l nimero de dias de fin de semana libres que
disfruten tos empleados.
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5 Todos los dias, los trabajadores del Deparlamenta de po-
licia de Gotham City trabajun dos turnos de 6 horas gue pue-
den estar enire las 12 de la noche a 6 aan., de 6 am. a 12
p.m., de 12 p.m. a 6 p.m. y de 6 p.m. a media noche. Se re-
quiere la siguiente cantidad de trabajadores en cada turno:
de fas 12 de la noche a 6 a.my, 15 personas; de 0 a.m. a 12
p.m., 5 empleados; de 12 p.m. a 6 p.m., 12 trabajadores; de
6 pm. a [2 am., 6 personas. Los trabajadores cuyos turnos
scan consecutivos reciben 12 dolares por hora, pero los que
no tienen turnos consecutivos reciben 18 ddlares por hora.
Plantee un PL que se pueda utilizar para miniimizar el costo
de cumplir con las demandas diarias del Departamento de
policia de Gotham City.

6 FEl Departamento de policia de Bloomington neeesita por
lo menos la cantidad de policias que se indica en la tabla 5
durante cada periodo de 6 horas del dia. Se puede contratar
a los policias para que trabajen 12 o 18 horas consccutivas,
Los policias reciben 4 délares por hora por cada una de las
primeras 12 horas det dia que frabajan, y cobran 6 ddlares
por hora por cada una de las siguientes 6 horas que trabajan
en un dia. Formule un PL que se utilice para minimizar los
costos por cumplir con las necesidades diarias de policias en
Bloomington.

TABLA &

Perlodo Nimera necesario de poticlas
I2 am—6 am. 12

6 am—12 pm. 8

12 pm—~6 p.m. 6

6 pm—12 am. i5

7 Cada hora, desde ias 10 a.m. hasta las 7 p.m., el Bank
One recibe cheques v debe procesarlos. Su objetivo es pro-
cesar [odos los cheques el mismo dia en que los recibe. Ll
banco tiene 13 mdaquinas procesadoras de cheques, cada una
de las cuales tiene la capacidad de procesar hasta 500 cheques
por hora. Se requiere un trabajador que opere cada maquina.
El Bank Oue contrata empleados de tiemipo completo y de
medio tiempo. Los frabajadores de tiempo completo trabajan
de 10 am. adpm.,dellam a7 pm odemedio diaal
p.m., v cobran [60 dolares diarios. Los empleados de medio
tiempo trabajan de 2 pm. a 7 pan, o de 3 pm. a 8 pm,, y
se les paga a 75 dolares el dia. El niunero de cheques que se
recibe en una hora se presenia en ¢l fabla 6. Como al Bank
One le interesa conservar fa continuidad, opina que debe te-
ner por Jo menos tres trabajadores de tiempo completo bajo
contrato. Desarrolle un horario de trabajo de costo minimo
que lenga procesados lodos los cheques a las 8 pm.

TABLA 6

ilora Cheques recibidos
10 a.m. 5000
11 am. 4000
Medio dia 3060
I p.m. 4000
2 p. 2500
3 p.m. 3400
4 p.a. 4000
5 p.m. 4500
6 p.m. 3500
7 p.m. 3000

3.6
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Un problema de presupuesto de gastos de capital

El tema de cémo la programacion lineal se puede usar para determinar decisiones finan-
cieras oplimas se analiza en esta seccidn (y en la secciones 3.7 y 3.11). En esta seccion, se
plantea un modelo sencillo de gastos de capital.’

Primero se explica brevemente el concepto de valor neto actual (VNAY), el cual se puc-
de utilizar para comparar la conveniencia de diferentes inversiones. El tiempo 0 es el pre-
sente o actual.

Suponga que la inversion 1 requicre un desembolso de efectivo de 10 000 délares en el
tiempo 0 y un desembolso de efectivo de 14 000 dolares dentro de dos afios a partir de aho-
1a, y genera un {lujo de efectivo de 24 000 dolares deniro de un afio a partiv de ahora. La
inversion 2 requiere un desembolso de efectivo de 6 000 délares en el tiempo 0, y un de-
sembolso de efectivo de | 000 dentro de dos afios a partir de ahora; genera un flujo de efec-
tivo de 8 000 un aiio después a partir de ahora. ;Cudl inversion preferiria usted?

La inversion 1 tiene un flujo de efectivo neto de

—10000 + 24000 — 14000 = 0 dolares
y la inversion 2 tiene un fiujo de efectivo neto de
—6000 + 8000 — 1000 = 1000 ddlares

Con base en el flujo de efectivo neto, la inversion 2 es superior a la inversion 1. Cuando se
comparan las inversiones segan el flujo de efectivo neto se supone que un délar recibido

Esa seccién se basa en Weingariner (1963).
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en cualquier punto del tiempo tiene el mismo valor. jPero esto no es cierto! Supongase que
existe una inversion (tal como un fondo def mercado monetario) para el cual un ddlar in-
vertido en un tiempo dado tendré un rendimiento {(con certeza) (1 + ») dolares un aiio des-
pués. Tusa de inierés anual es el nombre que recibe r. Como 1 délar de ahora se transforma
en (1 + r) délares un aiio después a partir de ahora se puede escribir

i délar actual = (1 + r) dolares dentro de un afio a partir de ahora

Al aplicar el mismo razonamiento a los (1 + #} dolares obtenidos dentro de un aito a
partir de ahora, se ticne que

1 délar actual = (1 + r) délares en un aiio a partir de ahora = (1 + ry
ddlares en dos afios a partir de ahora

y
| dolar actual = (1 + r)* dolares de & afios a partir de ahora

Al dividir ambos miembros de esta iguatdad entre (1 + #)" se obtiene
1 délar recibido & aiios a partir de ahora = (1 + )% délares actuales

En otras palabras, un dolar recibido & aiios después a partir de ahora equivale a recibir
(1 + r) ¥ délares ahora.

Se puede usar esta idea para expresar todos los flujos de efectivo en términos de déla-
res en el tiempo 0 (este proceso se llama flujos de efectivo de descuento en el liempo 0).
Mediante el descuento es posible determinar el valor total (dolares en el tiempo 0) de los flu-
jos de efectivo para cualquier inversion. El valor total (en dolares en el tiempo 0) de los
flujos de efectivo para cualquier inversion se denomina valor neto actual, VNA, de la in-
versién. El VNA de una inversién es la cantidad con la cual la inversi6n incrementara el
valor de la compaiifa (segin se expresa en dolares en el tiempo 0).

Es posible calcular ¢l VNA para las inversiones 1 y 2, suponiendo que » = 0.20.

24 000 14 000
1+020 (14 0200

VNA de la inversiéon 1 = — 10000 +

= $§277.78
Lo anterior quiere decir que, si una firma proporciona la inversién 1, entonces el valor de
la firma (en dolares en ¢l tiempo 0) se incrementaria en 277.78 ddlares. En cuanto a la in-
version 2,
8000 1000
1+020 (1+020)

VNA de la inversion 2 = —6000 +
= -$27.78

Si una compaiifa proporciona fa inversion 2, entonces el valor de la empresa (en dolares en
el tiempo 0) disminuiria en 27.78 dolares.

Por consiguiente, el concepto de VNA establece que la inversion 1 es superior que la in-
version 2. Esta conclusion es contraria a la que se llegd al comparar los flujos de efectivo
netos de las dos inversiones. Obsérvese que la comparacion entre inversiones depende a
menudo del valor de r. Por ejemplo, se le pide al lector en el problema 1 al final de esta
seccion que demuestre que para » = 0.02, la inversi6n 2 tiene un VNA que es superior al
de la inversién 1. Naturalmente, en este andlisis se supone que los flujos de efectivo futu-
ros de una inversion se conocen con toda certeza.

Calculo de VNA mediante Excel

Si recibimos un flujo de efectivo de ¢, en ¢ afios a partir deahora (r = 1,2, ... 7T),ydes-
contamos los flujos de efectivo a una tasa r, entonces el VNA de los flujos de efectivo ¢s-
ta dado por

=T
S o
S0+ ")'
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La tdea basica es que | dolar de hoy es igual a (1 + 1) dolares en un afio a partir de ahora,
enfonces

| , - )
T hoy = 1 dolar dentro de un afio a partir de ahora
o

La funcion de Excel = VNA facilita este cateulo. La formula es
= VNA (5 intervalo de fiujos de efectivo)

La formula supone que los flujos de efectivo se presentan al final del afio,
Los proyectos con VNA > () suman valor a Ia compania, en (anto que proyectos con
VNA negativo disminuyen el valor de ta compaiiia.
NPVals A continuacion se ilustra el caleulo de VINA en el archivo NPVxls.

Analice un proyecto con los fAujos de efectivo que se proporcionan en la figura 8 para una
tasa de descuento de 15 porciento.

o

Caleule el VNA del proyecto si los flujos de efectivo se presentan al final del afio.
b Determine el VNA del proyecto si los flujos de efectivo se presentan al principio del afio.

¢ Calcule el VNA del proyecto si los flujos de efectivo se presentan a mitad del afio.

Solucion  a  Se introduce en la celda C7 1a formula
= NVA(CI1,C4:14)
y sc obtiene 375.06 doélares.

b Como todos fos flujos de efectivo se reciben un afio mds pronto, se multiplica cada valor
dei flujo de efectivo por (1 + 1.15); entonces, la respuesta se obtiene en C8 con la formula

= (1 4+ Cl)- C7

VNA es ahora mayor: 431.32 délares.
Se comprueba en la celda D8 con la formula

= C4 + NPV(C1,D4:14)

¢ Como todos los flujos de efectivo se reciben seis meses antes, se muitiplica cada valor
del flujo de efectivo por V'1.15. El VNA se determina en C9 con la formula

= (1.150.5 - C7
Abhora VNA es 402.21 délares.

N T B E A Vi 1
RAR td
2
237 Tiempo 1 2 3 4 5 6 7
4 -400 200 600 -900 1000 250 230
oB-
6
74 tiinal de afio final del afio 5375.06
8| principto del afio | inicio del ato $431.32 | $431.32

FIGURA 8 "9 miladdelafic  |mitaddelafo | $402.21
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L EJEMPLO 9 0

Solucidén

FIGURA 9
Ejemplo de la
funcion XNpv

Funcion XNpv

Los flujos de efectivo se presentan con frecuencia a intervalos irregulares. Esto dificulta el
calculo de VNA de estos flujos de efectivo. Por fortuna, ta funcion de Excel XNpv calcu-
fa en un abrir y cerrar de ojos los VNA de fiujos de efectivo irregulares. Para usar la fun-
cién XNpv, debe afiadir primero las herramientas de analisis. Para hacerlo, seleccione
Herramientas Complementos, y marque los cuadros de Herramientas de analisis y Herva-
mientas de andlisis VBA. Aqui se presenta un ejemplo de XNpv en accidn.

- Encontrar VNA de flujos de ‘efectivo no perigdicos

Suponga que el 8 de abril de 2001 pago 900 dolares. Luego recibio

= 300 en 8/15/01
m 400 en 1/15/02
m 200 en 6/25/02
a 100 en 7/03/03.

Si la tasa de descuento anual es de 10%, jcudl es el VNA de estos flujos de efectivo?

Se introducen los datos (en ¢l formato de fechas de Excel) en D3:D7 y el flujo de efectivo
en E3:E7 (véase figura. 9). Al escribir la formula

= XNPV(AY,E3:E7,D3:D7)

en la celda D11 aparece el VNA del proyecto en términos de délares del 8 de abril de 2001
porque es la primera fecha cronolégicamente. Lo que Excel hace es como sigue:

1 Calcula el niimero de afios después del 8 de abril de 2001, en que s¢ presentd cada fe-
cha. (Se hizo en la columna F)) Por ejemplo, 15 de agosto de 2001 es 0.3534 de aiio des-
pués del 8 de abril.

. . 1 aitos después .
2 Lucgo descuenta los flujos del efectivo a una tasa . Por ejemplo,

1 + tasa

el 15 de agosto de 2001, el fiujo de efectivo es descontado en " i 1)0'3534 = (.967.

3 Se obtuvieron los datos de Excel en series de niimeros al cambiar el formato a General.

Si usted desea que la funcion XNpv determine el VNA de un proyecto en dolares ac-
tuales, inserte un flujo de efectivo de 0 délares en los datos actuales, e incluya este renglon
en el calculo de XNpv. Excel entregard el VNA del proyecto como de fecha de hoy.

Funcién XNpv Cadigo Fecha Flujo de efectivd Tiempo __ |fd
36989.00 4/8/01 =900 i
37118.00] 8/15/01 300| 0.353425| 0.966876
37271.00 1/15/02 400] 0.772603] 0.928008
37432.00| 6/25/02 200| 1.213699| 0.800762
37805.00 713/03 100] 2.235616| 0.808084
0.1

XNpv Directo
20.62822| 20.628217

Xl
34 12.97%

3.6 Un problema de presupueslo de gastos de capitel 79



80

Solucian

Con esta informacion basica, estamos listos para explicar como la programacion fimeal
se puede aplicar a problemas en los cuales Jos fondos de inversion limitados se deben
asignar a proyecios de inversion. Tales problemas de llaman problemas de presupuesto de
gastos de capital blancas,

La compaiiia Star Oil sometié a consideracion cinco oportunidades de inversion diferentes.
Las salidas de efectivo y los valores netos actuales (en miliones de dolares) se proporcionan
en la tabla 7. La Star Oil tiene 40 millones de dolares dispuestos para invertirlos ahora (fiem-
po 0). Se estima que en un afio a partir de ahora (tiempo 1} habra 20 millones de dolares dis-
ponibles para invertirlos. Star Oil podria comprar alguna fraccion de cada mversion. En este
caso, las salidas de efectivo y el VNA se ajustan en forma correspondiente. Por ejemplo, si
Star Qil compra un quinto de la inversion 3, entonces se requeritia una salida de efectivo
de %(5) = | millon de ddlares en el tiempo 0, y una salida de efectivo de 31(5) = [ milion de
dolares se requeriria en el tiempo 1. La participacion de un quinto de la inversion 3 rendiria
un VNA de —;(16) = 3.2 millones de dolares. Star Oil desea maximizar el VNA que se pue-
de obtener al patticipar en las inversiones 1 a 5. Plantee un PL que ayude a lograr este obje-
tivo. Suponga que cualquier fondo sobrante en el tiempo 0 no se puede usar en el tiempo 1.

Star Oil debe determinar qué fraceion de cada inversion comprar. Entonces, se deline
x; = fraccién de inversién i comprada por Star Oil (i=1,2,3,4,95)

Il objetivo de Star es maximizar el VNA ganado con las inversiones. Entonces (VNA total)
= (VNA ganado con la inversion [) + (VNA ganado con la inversion 2) + -+ + (VNA ga-
nado con la inversion 5). Obsérvese que

VNA de la inversiéon 1 = (VNA de la inversion 1) (fraccion comprada de la inversion 1)
= 13.\:]

Si se aplica un razonamiento analogo a las inversiones 2 a 5 se sabe que Star Oil desea ma-
Rimizar

z = 13x, + 16x, + 1633 + ldxy + 39x5 {29)
Ias restricciones de Star Oil se podrian expresar como sigue:
Restriceion 1 Star no puede invertir mas de 40 millones en el tiempo (.
Restriccién 2 Star no puede invertir mds de 20 millones en ¢l tiempo 1.
Restriccion 3 Star no puede comprar mas de 100% de la inversion i (i = 1, 2, 3,4, 5).

Para expresar fa restriccién 1 en forma matematica, observe que (dolares invertidos en el
tiempo 0) = (dolares invertidos en la inversion | en el tiempo 0) + (ddlares invertidos en
la inversién 2 en el tiempo 0) + - + (dolates invertidos en la inversion 5 en el tiempo 0).
También en millones de dolares.

Délares invertidos en la __ { dolares requeridos para la fracciéon de la
inversién 1 en ¢l tiempo 0 inversion I en el tiempo 0 /\inversion 1 comprada

- 11):1

TABLA 7
Flujos de efectivo y valor nels aclsal para inversiones en presupuesto de gaslos de eapital

o Inversiones (ddlares)
K R T 4 .38

Salida de efectivo en el tiempo 011 53 5 5 29
Salida de efectivo en el tiempo 13 0 5 I 34
VNA 13 16 16 14 39
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De igual manera, para las inversiopes 2 a 5,
Dolares invertidos en el tiempo 0 = ilxy + 53x, + 5x3 + Sxg + 29x5
I.a limitacion 1 se reduce a
Ilxy + 53xp + Sx3 + Sxg F 29xs = 40 (Limitacion del tiempo 1] (26)
La limitacion 2 se reduce a |
3y, + 63, + Svy +oxy 34y = 20 {Limitacion del tiempo 1y {20
Las limitacioncs 3 a 7 se podrian representar mediante
=1 (i=12,3475) (28-32)
Al combinar (26)-(32) con las restricciones designox; = 0(i=1,2,3, 4 5) se obtie-
ne la PL siguiente:
max z = 13x, + 16x, + 16x3 + ldxy + 395
s.a 1lx, + 53x; + 5x3 + 5xg +29x5 = 40 (Limitacion del tiempo 0)
Ay + Gxp + Sxz b oxg 34xs = 20 (Limitacion del tiempo 1

Xi =1

IA

X2

1A

A3

1A

Xa

1
1
1
1

IA

Xs
x;=0 (i:1,2,3,4,5)

La solucion 6ptina para esta PLoesxy = X3 = X3 = 1,x, = 0.201,x5 = 0.288,z = 57.449.
Ia Star Oil debe comprar 100% de las inversiones 1, 3 y 4; 20.1% de la inversion 2y28.8%
de 1a inversion 5. Un VNA total de 57449 000 délares, se obtendra con estas inversiones.

A menudo es imposible comprar sélo una fraccion de la inversion sin sacrificar los flu-
jos de efectivo favorables de la inversién. Supdngase que cuesta 12 millones de ddlares
perforar un pozo de petrdleo de la suficiente profundidad para ubicar un pozo fluyente de
130 millones de délares. Si hubiera un solo inversionista en este proyecto que proporciona-
ra 6 millones de dolares para emprender la mitad del proyecto, entonces €st¢ inversionista
podria perder toda la inversion y no recibiria flujos de efectivo positivos. En este ejemplo,
disminuir la cantidad de dinero invertido en 50% reduce el rendimiento en mas de 50%,
situacion que violaria la Suposicion de proporcionalidad.

En muchos problemas de presupuesto de capital hay poca razon en permitir que x; sea
fraccionaria: toda x; debe ser restringida a 0 (no invertir en la inversion /) o a 1 (comprar
toda la inversion i). Por consiguiente, muchos problemas de presupuesto de capital incum-
plen la Suposicion de divisibilidad.

Un modelo de presupuesto de capital que permite que toda x; sea s6lo 0 o 1 se analiza
en la seccion 9.2.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Demuestre que si » = 0.02, la inversion 2 ticne un ma-  ponibles {0 000 délares para la inversidn en el tiempo 0, yen

yor VNA que la inversion L. el tiempo 1, 7 000 dolares. Si se supone que r = 0.10, plantee

2 Sedi de dos i . fluios de efecti . un PL cuya solucion maximice el VNA obtenido de estas in-
¢ dispone de dos inversiones con fiujos de eleclvo Valla™ - yersiones. Determine graficamente 1a solucion optima de la PL.

bles (en miles de dblares) de acuerdo con la tabla 8. Estan dis-
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TABLA 8

Fujo efecliva (en miles de délares) en el tiempo

Inversidn 0 . 1 2 3
1 -0 -5 7 9
2 -8 -3 9 7

(Suponga que se puede comprar una fraccion de una inver-
si6n.)

3 Suponga que r, la tasa de interés anual, es 0.20, vy que
todo el dinero en el banco gana 20% de interés cada afio (es
decir, después de estar en el banco durante un afio, 1 ddlar
se convertira en 1.20). St colocamos 100 dolares en el ban-
¢co durante un afio, jcual es el VNA de esta transaccion?

4 Una compania ha sometido 9 proyectos a consideracion.
El VNA sumado por cada proyecto y el capital requerido por
cada proyecto durante los dos proximos ailos, se presenta en
la tabla 9. Todos los valores estan en millones. Por ejemplo,

el proyecto 1 sumara (4 millones de dolares en VMNA y re-
quiere gastos por 12 millones durante el afo 1,y 3 millones
durante el afio 2. Se dispone de 50 miilones de délares para
los proyectos durante el afio 1 y 20 millones estan disponi-
bles duranle el afio 2. Si se supone que se va a iniciar una
fraccion de cada proyecto, jcomo se puede maximizar VNAY

Grupo B

5! Finco debe determinar cudnta mversion y deuda com-
prometer durante el proximo afio. Cada dolar invertido
reduce el VNA de la compaiiia en 10 centavos, y cada do-
tar de deuda incrementa el VNA en 50 centavos {debido
a la deducibilidad de los pagos de intereses). Finco es ca-
paz de invertir cuando mucho un milion de dolares durante
el afio proximo. La deuda puede ser cuando mucho de 40%
de Ia inversion, Finco fiene por ahora 800 000 dolares dis-
ponibles en efectivo. Todas las inversiones se deben pagar
det efectivo actual o de dinero tomado a présiamo. Formule
una PL cuya solucién le diga a Finco como maximizar su
VNA. Luego resuelva en forma gréfica el PL.

TABLA 9
_ Pioyecto :
1 ) 3 4 3 - . 7 8 9
Salida de efectivo en ¢! aiio 1 i2 54 6 6 30 6 48 36 18
Salida de efeclivo en el afio 2 3 7 6 2 35 6 4 K] 3
VA 14 17 t7 is 40 12 14 10 12

g g g - t
3.7 Manificacién financiera a corto plazo
I.os modelos de PL se usan a menudo para ayudar a las empresas en la planificacion a cor-
to o largo plazos (véase rambién seccion 3.11}. Ahora se considera un ejemplo sencillo que
ilustra como la PL puede usarse para ayudar a una compaiifa en la planificacién financie-
ra en el corto plazo.’

Semicond es una pequeiia empresa de electronica que fabrica grabadoras y radios. Los
costos de mano de obra por unidad, los costos de materia prima y el precio de venta de
los produclos se proporcionan en la tabla 10..El primero de diciembre de 2002, Semicond
tenia materia prima suficiente para la manufactura de 100 grabadoras y 100 radios. En
la misma fecha, la hoja de balance de la compaiiia era la que se muestia cn latabla 1t yla
relacion de activos-pasivos (también conocida como relacion de activo cortiente a pasivo
circulante) era de 20 000/10 000 = 2.

Semicond debe determinat cudntas grabadoras y cuantos radios tienc que producir du-
rante diciembre. La demanda es lo suficientemente grande como para que todos 1os bienes
producidos se vendan. Sin embargo, todas las ventas son a crédito, y los pagos por los bie-
nes producidos en diciembre se recibirdn apenas el primero de febrero de 2003. Durante
diciembre, Semicond reunira 2 000 ddlares en cuentas por cobrar, pero debe abonar 1 000

*Basado en Myers y Pogue (1974).
IEsta seccion comprende material que se podria omitir sin que haya pérdida de continuidad.
§Esta seccidn se basa en un ejemplo de Neave y Wiginton (1981).
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Sotucion

TAaABLA 10
informacidn de los costos en Semicond

Grabadora Radio
Precio de venta S$100 $90
Costo de mano de obra $ 50 $35
Costo de materia prima 3 30 S40
TAaBLA T
Hoja de baiance de Semicond

Activos Pasivos

Efectivo $10000
Cuantas por cebrar® $ 3000
[nventario existente® $ 7000
Préstamo bancario $10000

$].as cucntas por cobrar es dinero que clientes te deben a
Semicond por productes que compraron previamente.

“Valor del primero de diciembre de 2002, inventario = 30(10) +
40(100) = 7000 délares.

délares del préstamo pendiente y pagar un mes de renta de | 000 dolares. Ef primero de
enero de 2003, Semicond recibird un embarque de materia prima por 2 000 ddlares, que
tiene que pagar el primero de febrero de 2003. La administracion de Semicond ha decidi-
do que el saldo en efectivo al primero de enero de 2003 debe ser por lo menos de 4 000
délares. Asimismo, ¢l banco de Semicond requiere que Ia relacién de activo corriente a pa-
sivo circulante al principio de enero sea de por lo menos 2. Para maximizar la contribu-
ci6n a la utilidad a partir de la produccién de diciembre (ingresos por recibir) — (costos de
produccién variables), ;qué debe producir Semicond en diciembre?

Semicond debe determinar cuéntas grabadoras y cuantos radios tienc que producir en di-
ciembre. Por consiguiente, se define
x; = cantidad de grabadoras fabricadas en diciembre

¥, = cantidad de radios producidos en diciembre
Para expresar la funcién objetivo de Semicond, obsérvese que

Contribucién a la utilidad
Grabadora
Contribucién a la utilidad
Radio

= 100 — S0 — 30 = 20 dolares

=90 — 35 — 40 = 15 dolares

Al igual que en ¢l ejemplo de Giapetto, esto genera la funcién objetivo.
max z = 20x; + 15x; (33)
Semicond enfienta las restricciones siguientes:

Restriceion 1 Debido a la disponibilidad limitada de materia prima, es posible producir
cuando mucho 100 grabadoras en diciembre.

Restriccion 2 Debido a fa disponibilidad limitada de materia prima, se pueden fabricar
cuando mucho 100 radios en diciembre.

Restriccin 3 El activo disponible el primero de enero de 2002 debe ser por lo menos de
4 000 doblares.
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Restriccion 4 Se debe cumplir (activos al primero de encro)/(pasivos al primero de encroj
= 2.
La restriccion | se representa mediante

Xy = 100 ' (34)
La restriccion 2 se representa con

xa = 100 (3]

Para expresar la restriccion 3, obsérvese que
Activo disponible el primero de enero = Activo disponible el primero de dicicmbre
-+ Cuentas por cobrar reunidas durante diciembre
— Parte del préstamo abonado durante diciembre
— Renta de diciembre — Costos de mano de obra.
— 10000 + 2000 — 1000 — 1000 — 50x, — 35%,
= [0000 — 50x, — 35x,

Entonces, la restriccion 3 se puede escribir como

La mayor parte de los codigos para computadora requiere que todas las restricciones de la
PL se expresen en una forma en la cual todas las variables estan en el primer miembro vy
las constantes en el segundo miembro. Por consiguiente, para obtener una solucién por
computadora la ecuacion (36%) se debe escribir como
50)[1 -+ 35)52 = 6000 (36]
Para expresar la restriccion 4 es necesario determinar el encuadre (estado de la caja),
cuentas por cobrar, situacion del inventario y pasivos en términos de x; y x,. Ya se estable-
cid que
Estado de la caja al primero de cnero = 10000 — 50x; = 35xp

Entonces,

Cuentas por cobrar al primero de Enero = Cuentas por cobrar el primero de diciembre
+ cuentas por cobrar a partir de las ventas de
dictembre
— cuentas por cobrar reunidas durante
diciembre

= 3000 + 100x;, + 90x, — 2000
= 1000 + 100}:1 + 90,\‘2

Se infiere ahora que
Valor del inventario al primero de Enero = Valor def inventario al primero de diciembre
— valor del inventario utilizando en diciembre
+ valor del inventarjo recibido al primero de
enero
= 7000 — (30x; + 40x;) -+ 2000
=9000 — 30x, — 40x;
Ya se puede calcular el estado de los activos al primero de enero:
Estado de jos activos al primero de Enero = estado de ia caja al primero de cnero
+ cuentas por cobrar al primero de enero
+ situacion del inventatio al pomero de cuero
= (10000 — 50x; — 35x;) + (1000
+ 100x; + 90x;)
+ (9000 — 30x; — 40x;)
= 20000 + 20x, + 15x;
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Por ultimo,
Pasivos al primero de enero = pasivos al primero de diciembre
— pago del préstamo de diciembre

+ cantidad que se debe por el embarque de inventario del
primero de encro

10000 — {000 + 2000
11000 dolares

Entonces, la restriccion 4 ya se puede establecer como

20,000 + 20x, + 155, 9
11,000
Al multiplicar ambos miembros de la desigualdad por | 1 000, se obtiene
20000 + 20x, + 15x, = 22000

Luego de arreglarla en forma adecuada acomodarla para que se pueda utilizar en compu-
tadora, se tiene

i

20x; + 15x, = 2000 (37
Al combinar (33) a (37) con las restricciones de signo x; = 0y x; = 0 se¢ obtiene el PL
siguiente:
max z = 20x; + 15x;
5.4. X1 = 100 (Restriccién de la grabadora)
xy = 100 (Restriccion del radio)
50x; + 35x; = 6000 (Restriccion del estado de caja)
20x; + 15x, = 2000 (Restriccion de la relacion de activo corriente a pa-

sivo circulante)
XAz =0 (Restricciones de signo)

Tras resolver el PL en forma grafica (o mediante computadora), se llega a la siguiente solu-
cion éptima; z = 2500, x; = 50, x, = 100. Por consiguiente, Semicond puede maximizar
la contribucién de la produccién de diciembre a las utilidades mediante la fabricacion de 50
grabadoras y 100 radios. Esto contribuye con 20(50) + 15(100) = 2500 a las utilidades.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Resuelva en forma gréfica ¢l problema de Semicond. 2 Suponga que el embarque de inventario del primero de
enero esta valuado en 7 000 ddlares. Demuestre que el PL
de Semicond ya no es factible.

-

3.8 Problemas de mezcla

Las situaciones en las cuales varios insumos se deben mezclar en cierta proporcion para
producir bienes para la venta se pueden someter, con frecuencia, al analisis de la progra-
macién lineal. Estos problemas reciben el nombre de problemas de mezcla. En la lista si-
guicnte se encuentran algunas situaciones en las que la programacién lineal se aplicé para
resolver los problemas de mezcla.

1 Mezcla de distintos petroleos crudos para producir distintos tipos de gasolina y ofros
productos (como aceite combustible).
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2 Combinacion de varios productos quiniicos paia obiener olros.

3 Combmacion de varios tipos de aleaciones metdlicas con ¢l fin de producir varios -
pos de acero.

4 Mezcla de varios {orrajes para ganado en un intento para obteper un alimento de cos-
o mintmo para los animales.

5 Mezcla de varios minerales con el fin de obtener un mineral de una calidad cspecifica.
5 Combinacion de varios ingredientes (carne, reliene, agua, entre otras) para claborar un
producto como el embutido bologna.

¥ Mezcla de varios tipos de papel para fabricar papei reciclado de calidad variabie.

El sigmente ejemplo 1iustra las ideas importantes al plantear modelos de PL para pro-
blemas de mezclas.

Sunco Oil produce tres tipos de gasolina (gas 1, gas 2 y gas 3). Cada tipo sc obtiene a partir
de la mezcla de tres tipos de petrdleo crude (crudo £, crudo 2 y erudo 3). El precio de venta
por barril de gasolina y el precio de compra por barril de crudo se proporcionan en la tabla
12, Sunco tiene la capacidad de comprar al dia hasta 5 000 barriles de cada tipo de crudo.

Los tres tipos de gasolina difieren en su indice de octano y en el contenido de azufre.
El crudo mezclado para producir la gasolina | debe tener un indice de octano promedio de
por lo menos 10, y contener cuando mucho 1% de azufre. La mezcla de crudos para pro-
ducir la gasolina 2 debe tener un indice de octano promedio de por fo menos 8,y contener
cuando mucho 2% de azufre. Los crudos mezclados para producir la gasolina 3 deben te-
ner v indice de octano de por lo menos 6, y contener cuando mucho {% de azufie. El in-
dice de octano y el contenido de azufre de los tres tipos de crudo se presentan en la tabla
13. Cuesta 4 dolares la transformacion de un barril de crudo en un barril de gasolina, y la
refineria de Sunco ticitc Ia capacidad para refinar al dia hasta 14 000 barriles de gasolina.

{os clientes de Sunco requieren las cantidades siguientes de cada gasolina: gas 1, 3000
barriles diarios; gas 2, 2000 barriles por dia; gas 3, 1000 barriles por dia. La compaiiia
considera que es una obligacion cumplir con esta demanda, Asimismo tiene la opcidn de
amunciarse para impulsar la demanda de sus productos. Cada dolar que gasta diariamente
por anunciar un tipo especifico de gasolina, incrementa Ja demanda del dia por ese tipo
de productlo en 10 barriles. Por ejemplo, st Sunco dedider gastar todos los dias 20 dolares
en anunciar la gasolina 2, entonces la demanda diatih de este producto se incremenia en
20010) = 200 barnles. Plantee una PL que le permita a Sunco maximizar las utilidades
diarias (utilidades = ingresos — costos).
Sunco debe tomar dos tipos de decisiones: primero, cuanto dinero debe gastar en anunciar
cada tipo de gasolina y, segundo, como hacer la mezcla para cada tipo de gasolina a partir
de los tres tipos de crudo. Por ejemplo, Sunco debe decidir cuantos barriles de crudo | debe
usar para producir gasolina 1. Las variables de decision se definen de la siguiente manera:

a; = dolares gastados diariamente en anuncios de la gasolina { (i=1,2,3)

x;; = barriles de crudo 7/ usados para producir gasolina j (i=12,3;=1273)
Por ejemplo, x,; es el nimero de barriles de crudo 2 usados todos los dias para producir ga-
solina 1.

TABLA 12
Precios de los crudos para f2 mezclz y de gasaling

Preclos de venta Precio de compia
Basolina por barrif (dolares) Crudo por banit (ddlares)
[ 70 1 45
2 60 2 35
3 50 3 25
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TABLA 13
fndice de octano y conlenido de azufre en fa

mezcla

indice de -~ Contenido de
Crudo actano azutre (%)
] 12 0.5
2 6 2.0
3 8 3.0

Conocer estas variables es suficiente para determinar la funcion objetivo de Sunco y las
restricciones, pero antes de hacerlo, hay que hacer notar que la definicién de las vanables
de decision requiere

X3y + xpp + x5 = barriles de crudo 1 usados todos los dias
Xg1 + Xpp + Xo3 = barriles de crudo 2 usados todos los dias (38)
Xa1 + X3 -+ x33 = barriles de crudo 3 usados todos los dias

xyy F X2, + x3; = barriles de gasolina 1 producidos al dia
Xp, + X2 -+ x3p = barriles de gasolina 2 producidos al dia (39)
¥i3 -+ Xp3 -+ x33 = barriles de gasolina 3 producidos al dia

Con el fin de simplificar el problema, se supone que no se puede almacenar gasolina, por
lo que se debe vender el mismo dia en que s¢ produce. Esto significa que para i = 1,2,3,
fa cantidad de gasolina i producida diariamente debe ser igual a la demanda diaria de ga-
solina i. Suponga que la cantidad de gasolina i producida al dia excede la demanda diaria.
Entonces habriamos incurrido en compras y costos de produccion innecesarios. Yor otro
lado, si la cantidad de gasolina i que se obtiene todos los dias es menor que la demanda
diaria de dicha gasolina, entonces no se cumple con la demanda o se esta incurriendo en
costos de publicidad innecesarios.

Ya estamos listos para determinar la funcién objetivo de Sunco y las lirnitaciones. Em-
pezamos con la funcién objetivo de Sunco. De acuerdo con 39),

Ingresos diarios por las ventas de gasolina = 70(x;y + X2y + x31) + 60(xyy + X220 + X32)
+ SO(xm 4 Xay -+ x33)

De (38),
Costos diarios por la compra de crudo = 450y 4 xpp + xp3) + 335G t o x2p + X23)
+ 25(x3, + X32 + X33)
Asimismo,
Costos diarios por publicidad = a, + a> + a3
Costos diarios de produccién = 4(xy; + xj2 + X13 + X231 + X2 + X3 -k X3y + X3p + Xa3)

Entonces,

Utilidad diaria = ingreso diatio por las ventas de gasolina |
— costo diario de la compra de crudo
— costos diarios por publicidad — costos diarios de produccion
= (70 — 45 — dxy;y + (60 — 45 — 4wz + (50 — 45 — x5
+ (70 — 35 — 4)xy + (60 — 35 — 4)xpy + (50 — 35 — 4)xys
+ (70 — 25 — 4)xyy + (60 — 25 — 4)xs2
+ (50 — 25 ~4)xy3 —ay —a — a3
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Por lo tanto, ¢l objelivo de Sunco cs maxinizar
z = 2]/\'“ - I;J\T]Q -1 X113 b :!,IIX2| + 21_\'22 + l;.\fzf; EE 4;.’\'}”
+ 3lxan + 2xgy — @ — @y — @y {40

Respecto a las restricciones de Sunco, consideramos que se deben cumplir las 13 T~
taciones siguientes:

Restriceion 1 La gasolina 1 que se produce por dia debe ser igual a su demanda diaria.
Restriecidn 2 La gasolina 2 que se produce por dia debe ser igual a su demanda diaria.
flesiriccion 3 La pasolina 3 que se produce por dia debe ser igual a su demanda diaria.
Restriceion 4 Se pueden comprar cuando mucho 5 000 barviles de crudo 1 por dia.
Restricelon 5 Se pueden comprar cuando mucho 5 000 barriles de crudo 2 por dia.
Restriceidn 6 Se pueden comprar cuande mucho 5 000 barriles de crudo 3 por dia.

Restriccion 7 Debido a la capacidad limitada de. la refineria, se pueden producir al dia
cuando mucho 14 000 barriles.

Restriccian 8 La mezcla de crudos para producir gasolina 1 debe tener un indice de octa-
ne promedio de por lo menos 10.

Restriceion 8 La mezcla de crudos para producir gasolina 2 debe tener un indice de octa-
no promedio de por lo menos 8.

Restriccion 10 La mezcla de crudos para producir gasolina 3 debe tener un indice de oc-
tano promedio de por lo menos 6.

Restriccion 11 La mezcla de crudos para producir gasolina 1 debe contener cuando mu-
cho 1% de azufre.

Restriccion 12 La mezcla de crudos para producir gasolina 2 debe contener cuando mu-
cho 2% de azufie.

Resteiceidn 13 La mezcla de crudos para producir gasolina 3 debe contener cuando mu-
cho 1% de azufre.

Para expresar la restriccion 1 en términos de las variables de decision, observe que
Demanda diaria de gas 1 = 3000 + demanda de gas | generada por la publicidad

( demanda de gas | ) ( dolares )
dolar gastado gastados

= 1001?

Demanda de gas 1generada por ia publicidad =

Por tanto, Ia demanda diaria de gas 1 = 3000 + 10a,. La restriccion | se podria escribir
COMo

X1y + Xy + x3 = 3000 + 10a, (41)
y al ser arveglada, se tiene

xy + xy + x5 — 10ay, = 3000 41
La restriccidn 2 se expresa medianle

X2 + X + X33 — EOHz = 2000 {42]

Thuchos estudiantes creen que la demanda de gas | generada por Ia pubhcad'ld se deberis escribir como Iloa]
$i se analizan las unidades de este término, se encuentra que no es correcto. m tiene unidades dﬂ délares gas-
tados por barril de demanda, y a, tiene unidades de ddlares gastados. Por lo tanto, el término Da, tendra uni-
dades de (dolares gastados)” por barrit de demanda. jEsto no puede ser correcto!
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l.a restriccion 3 se expresa con

Xp3 F &y +oxgy o 10ay = 1000 (43)
De acuerdo con (38), la restriccion 4 se reduce a
Xy F xpp oxyy = 5000 (44)
La expresion para la restriccion 5 es
Yoy F Yoy + X2z = 5000 , {45)
v para la restriccion 6 es
Xy + X3 T ovay = 5000 {48)

Observe que

Giasolina total producida = gasolina | producida + gasolina 2 producida -+ gasolina 3
producida
= (xyy F Xy xyp) F (o b e xs) (s X33)
La restriccion 7 se vuelve
Xpp F Xpy by F X Xyt Xz B Xy H X b = 14000 (47)

Para expresar las restricciones 8 a 10, uno debe ser capaz de determinar el indice de octano
“promedio” en una mezcla de distintos tipos de crudo. Se supone que los octanajes de di-
ferentes crudos se mezclan en forma lineal. Por ejemplo, si se mezclan dos batriles de cru-
do 1, tres barriles de crudo 2 y un batri} de crudo 3, el indice promedio de octano seria

Valor del total del octano en la mezcla _ 12(2) + 6(3) + 8(1) _ 50 _ SL
Numero de barriles en la mezcla 24+ 3+ 1 6 3
Generalizando, la restriccion 8 se expresa mediante
Valor total de octanoen gas 1 12xy;, + 6xp + 8x3 (0 (48")

Gas 1| en la mezcla Xy oxn X

[nfortunadamente (48°) no es una desigualdad lineal, Para transformar (48") en una desi-
gualdad lineal, todo lo que se tiene que hacer es multiplicar ambos miembros por el deno-
minador del primer miembro. La desigualdad resultante s

12xy; + Oxgp + 8x3 = 10(xy, + X2y +X31)
que se puede expresar también como
2xyy — dxay — 2x31 =0 (48)
De igual manera, la limitacién 9 es

121'12 + 6x22 -+ 8.\'32
Xip + X2z F X32

=38

Al multiplicar ambos miembros de la desigualdad por xja + X2 -t ¥32Y simplificar, se ob-
tienc

4)612 - 2.\'22 =10 ) (49]
Como todos los crudos del problema tienen un indice de octano de 6 o superior, cualquier
mezcla para manufacturar la gasolina 3 tendr4 un indice de octano promedio de por lo me-

nos 6. Esto quicre decir que cualquier valor de las variables cumple con la restriccion 0.
Con el fin de comprobatlo, la restriccion 10 se expresaria de la manera signiente:

12).’;3 + 6,\’23 + 8,\'33 - 6

Xi3 b Xy o Xag
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Al multiplicar ambos niembros de la desigualdad por x5y + x5y + X33 y simplificar se lle-
gaa

6,t|3 + 2X33 =0 (50}

Como x5 = (} y x33 = 0 siempre se cunipien, (50) se satisface en forma automatica, por
lo que no es necesario incluirla en el modelo. Una himitacion comeo (50), que se infiere de
ofras resiricciones en el modelo se denomina restriccion redundante y no requiere ser in-
cluida en el planteamiento.

La restriccion (11) se podiia expresar como sigue

Total de azufie en la mezcla de gas |
Cantidad de barriles en la mezcla de gas 1

= .01

Entonces, usando los porceniajes de azufre en cada lipo de aceite, se observa que

Azufre total en la mezcla de gasolina 1 = Azufre en el erudo | usado para la gasolina |
+ azufre en ¢l crudo 2 usado para la gasolina 1
+ azulre en el crudo 3 usado para la gasolina |
= (.005x;; + 0.02x; + 0.03x5,

Entonces, fa restriccion 11 ya se puede escribir como

0'005‘\‘11 + 0.02.\'21 + 0.03.1'3]
X + X2 + X

= 0.01
Una vez mas, ésta no es una desigualdad lineal, pero al multiplicar ambos miembros de la
desigualdad por x| *+ x3; + x3; ¥ simplificar, se obtiene

_0.005.,\'11 + 0.01.\’21 + 0.02,\'3[ = (51}
De manera similar, la restriccion 12 equivale a

0.0051’]2 + 0-024\'22 + 0.03)(32 = (.02
X112 + X272 + X3z o

Luego de multiplicar ambos miembros de esta desigualdad por x5 + Xp7 + X35 y simpli-
ficar se obtiene

‘0.0151’12 + 0.01):32 = 0 [52]
Por ultimo, la restriccion 3 es equivalente a

0.005.\'13 -+ 0.02,\'23 + 0.03.\'33
X3+ Xp3 + Xa3

= 0.01

Al multiplicar ambos miembros de esta desigualdad por x5 + X33 + x33 y simplificar, se
llega a

—0.005.\.—13 + 0.013‘23 + 0.02X33 = [53]

Cuando se combinan (40) a (53), excepto la restiiccion redundante (50), con las restriccio-
nes de signo x; = 0y a; = 0 se obtienc un PL que sc podria expresar en forma fabular
(véase tabla 14). En la tabla 14, el primer renglon (max) representa la funcion objetivo, el
segundo renglén representa la primera restriceion, y asi sucesivamente. Al resolverse con
computadora, se obfiene una solucién optima para el PL de Sunco:

z = 287500
X = 2222.22 x5 = 211111 Xy3 = 600.67
Xy = 444.44 Xoy = 422222 Xyy = 333.34
Xy = 333.33 X3z = 3166.67 %33 =0
a =10 a, = 750 a; =0
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ragLA 14
Fynein objetiv  restriceiones para efecluar fa mezcla

X X Xg 1 Xz X X X3z Xz a T &
21 11 ! 3 21 il 41 31 21 -1 =1 - {max)
i 0 0 1 0 0 I 0 0 - 10 0 0 = 30060
0 | 0 0 I 0 0 l 0 0 =10 0 = 2000
it 0 ! 0 0 1 0 0 | 0 6 —10 = [ 000
] | i 0 0 1] G 0 0 0 { 0 = 5000
0 (3 0 | ! i 0 it 0 0 & 0 = 5000
{ 0 it G U 0 l l | 0 0 () = 3000
1 ! | 1 i t ! ! | 0 () 0 = 14000
2 0 0 —4 0 0 -2 0 0 0 0 i =0
0 4 0 0 -2 0 0 0 0 0 0 0 =0
—0.005 0 0 0.01 it} 0 0.02 G 0 0 0 0 =0
0 —0.015 0 0 0 0 0 0.01 0 0 0 0 =0
0 0 —0.005 0 0 0.01 0 0 0.02 0 0 ¢ =90

Por consiguiente, Sutnco podria producir xyy + Xa3 + x5, = 3000 barriles de gasolina 1
usando 2222.22 barriles de crudo 1444.44 barriles de crudo 2 y 333.33 barriles de crudo
3. La compaiiia podria producir xjo + xp2 + X32 T 9500 barriles de gasolina 2 usaudo
2111.11 barriles de crudo 1422222 barriles de crudo 2 y 3 166.67 barriles de crudo 3.
Sunco también podria producir xy3 + Xp3 T X33 = 1000 barriles de gasolina 3 usando
666.67 barriles de crudo 1 y 333.34 barriles de crudo 2. Asimismo, la empresa podria gas-
tar 750 délares en anunciar la gasolina 2. Sunco tendra una utilidad de 287 500 dolares.

Observe que aunque la gasolina 1 es, al parecer, la que reditiia més utilidades, estimu-
lamos la demanda de la gasolina 2, y no de ta 1. La razén es que dada la calidad (respec-
to al indice de octano y contenido de azufre) del crudo disponible es dificil producir
gasolina 1. Por lo tanto, Sunco puede ganar mas dinero por producir mas de la gasolina 2
de menor calidad que produciendo cantidades extra de gasolina 1.

Aspectos relacionados con los modelos

1 Se ha supuesto que el nivel de calidad de una mezcla es una funcion lineal de cada in-
sumo usado para la mezcla. Por ejemplo, s dio por hecho que si la gasolina 3 estaba fabri-
cada con % de crudo 1y % de crudo 2, entonces el indice de octano para la gasolina 3 =
(%) - (indice de octano del crudo 1) + (%) + (indice de octano det crudo 2). Si el indice de
octano de una gasolina no es una funcion fineal de la fraccion de cada insumo que s¢ usa
para producir Ja gasolina, entonces ya no hay un problema de programacién lineal; lo que
se tiene es un probleina de programacion no lineal. Por ejemplo, sea g la fraccidn de ga-
solina 3 hecha con crudo i, Suponga que el indice de octano para la gasolina 3 esta dado por
indice de octano de la gasolina 3 = g3” + (indice de octano del crudo 1) + gy - (indice
de octano del crudo 2) + gy3” + (indice de octano del crudo 3). Entonces no €s un proble-
ma de programacién lineal. La razon es que el indice de octano de la gasolina 3 no €5 una
funcion lineal de g3, 223 Y g33- La programacion no lineal se trata en el capitulo 11.

9  En realidad, una compaiiia que utiliza un modelo de mezclas lo aplicarfa en forma pe-
ricdica (todos los dias, quizd), y estableceria 1a produccion con base en el inventario actual
de insumos y pronosticos de demanda actual. Luego se actualizarian los niveles de pronos-
tico y los niveles de insumos, y s¢ gjecutaria de nuevo el modelo para determinar la pro-
ducéion del dia siguiente.
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Aplicaciones a la vida cotidiana
Vlezcla en Texaco

Texaco (véanse Dewitt y col., [980) utiliza un modelo de programacion no lineal (OME-
GA) para planificar y calendarizar sus aplicaciones de mezclas. El modelo de la compaiiia
es no lmeal, porque las volatilidades v el octanaje de la mezcla son funciones no lineales
de la cantidad de cada insumo usado para producir una gasolina en particuiar.

Mezcla en la industria acerera

Fabian (1958) explica un modelo complejo de programacion lineal que se puede usar pa-
ra optimizar la produccion de hierro y acero. Para cada producto elaborado hay varias res-
fricciones en cuanto a la mezcla. Por ejemplo, el hierro de primera fusion basico debe
contener cuando mucho 1.5% de silicio, cuando mucho 0.05% de azufre, enire 0.11% vy
0.90% de fasforo, entre 0.4% y 2% de manganeso y entre 4.1 y 4.4% de carbono. Véase
un cjemplo sencillo de mezcla en la indusiria acerera en el problema 6 (en la seccion de
Problemas de repaso).

Mezcla en la industria petrolera

Diversas compaiiias usan programacion lineal para optimizar sus operaciones cn la refine-
tia. Un ejemplo sobre un modelo de mezclas (basado en Magoufas v Marinos-Kouris
[1988]) que se puede usar pata maximizar las utilidades de una refineria se encuentra en

el ejemplo 14.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Usted ha decidio entrar a la industria de los dulces. Est4
pensando en producic dos tipos de dulces: dulce macizo vy
dulee suave. Ambos esldn elaborados sélo con azicar, nueces
y chocolate. En la actualidad tiene en existencia 100 oz de
aziicar, 20 oz de nucces y 30 oz de chocolate. La mmezcla usa-
da para elaborar el dulce svave debe contener por o menos
20% de aucces. La mezcla que se uliliza para el dulce maci-
zo debe contener por to menos 10% de nueces y 10% de cho-
colate. Cada onza del dulce suave se vende a 25 centavos y
cada onza de dulce macizo, en 20 centavos. Plantee un PL que
le permila maximizar sus ingresos con Ia venta de dulces.

2 0J. Juice Company vende bolsas de naranjas y jugo de
naranja en envases de cartdon. 0.1, clasifica las naranjas segiin
una cscala de 1 {malas) a 10 (excelentes). Q.1 dispone en la
actuatidad de 100 000 ib de naranjas grado 9 v 120 000 1b de
naranjas grado 6. La calidad promedio de naranjas vendidas
en bolsas debe ser por lo menos de 7, y 1a calidad promedio
de las naranjas utilizadas para fabricar el jugo de naranja de-
e ser por lo menos de 8. Cada libra de naranjas que se usa
para el jugo rinde un ingreso de 1.50 dolares, e incurre en un
costo variable (que consiste en costos de mano de obra, cos-
los generales variables, costos de inventario, enfre otros) de
1.05 ddlares. Cada libra de naranjas que se vende en bolsa
contribuye con un ingreso de 50 centavos e incurre en un cos-
to vagiable de 20 centavos. Formule un PL para ayudar a O.J,
a maximizar su utilidad.

d  Un bance desea saber dénde debe inverlir sus ingresos
durante el presente afio. En la actualidad dispone de 500 000

ddlares para inversiones en titulos, préstamos para compra de
casas, préstamos para compria de aulos y préstamos persona-
les. Se sabe que fa tasa anual de retorno en cada tipo de in-
version es en titulo, 10%; préstamos para compra de casas,
16%; préstamos para compra de automéviles, 13%; présta-
mos personales, 20%. Para asegurarse que ¢l conjunto de in-
versiones del banco no es demasiado riesgoso, el perente de
inversiones del banco ha propuesto las tres restricciones si-
guicntes;

a La cantidad invertida en présiamos personales no
puede ser mayor a la cantidad invertida en titulos.

I La cantidad invertida en préstamos para casas 1o
puede sobrepasar la cantidad inverlida en préstamos pa-
ra automdviles.

¢ No mas del 25% de la cantidad total invertida podria
ser para préslamos personales.

El objetivo del banco es maximizar el rendimiento anual en
su conjunfo de inversiones. Plantee un PL que posibilite ai
banco a cumplir con su meta.

4  Erica Cudahy podiia invertir hasta | 000 délares. Este di-
nero lo podiia invertir en acciones o en préstamos. Cada
dolar invertido en acciones rinde 10 centavos de utilidad,
y cada dolar invertido en un préstamo rinde 15 centavos de
utilidad, Por lo menos 30% de todo el dinero invertido debe
ser en acciones, v por lo menos 400 dalares deben ser inver-
tidos en préstamos. Plantee un PL que se pueda utilizar pam
maximizar la utilidad total ganada por las inversiones de Eri-
ca. Después resuelva en forna grafica Ja PL.
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5 Chandler Oil Company tienc 5 000 barriles de crudo | y
16:000 barriles de crudo 2. La compaiiia vende dos produc-
tos: gasolina y aceite combustible. Ambos productos se cla-
boran combinando el crudo 1y ¢l crudo 2. La catidad de ca-
da crudlo es como sigue; crudo 1, 10; erudo 2, 5. La gasolina
debe tener una calidad promedio de por lo menos 8, y el
aceite combustible, por o menos 6. La demanda de cada
producto debe ser creada por ka publicidad. Cada dolar gas-
tado en anunciar a la gasolina crea 5 barriles de demanda, y
cada dolar gastado en el accite combustible origina 10 ba-
rriles de demanda. La gasolina se vende a 25 dolazes por
barril y €l aceite combustible a 20 dolares. Formule un PL
para ayudar a Chandler a maximizar sus wilidades. Suponga
gue no se pucde comprar crudo de ninguno de estos Hpos.

§ Bullco mezcla silicio y nitrégeno para producir dos tipos
de fertilizantes. El fertilizante 1 debe contener por lo menos
40% de nitrogeno y venderse en 70 délares la libra. El fertili-
zante 2 debe contener por lo menos 70% de silicio y vender-
se a 40 délares la libra. Bulico puede comprar hasta 80 1b de
nitrégeno a 15 ddlares la libra, y hasta 100 Ib de silicio a 10
dolares la libra. Suponga que todo el fertilizante se vende. For-
mule un PL para ayudar a Bullco a maximizar las ganancias.

7 Eli Daisy utiliza los productos quimicos 1y 2 para ela-
borar dos farmacos. El fairmaco 1 debe tener por lo menos el
70% del producta quimico |, y el firmaco 2 debe contener
por lo menos 60% de! producto 2. Se pueden vender hasta
40 oz del farmaco 1 a 6 dblares la onza; sc pueden vender
hasta 30 oz del firmaco 2 a 5 délares la onza. Se pueden
comprar hasta 45 oz del producto quimico 1 a 6 délares la
onza, y se pueden comprar hasta 40 oz del producto quimi-
o 2 a 4 dolares ta onza. Plantee un PL que maximice las uti-
lidades de Daisy.

8 La Highland TV-Radio Storc debe determinar cuintos
tlevisores y radios conservar en existencia. Un televisor re-
quicre 10 pies cuadrados de espacio en el piso, en tanto que
un radio necesita 4 pics cuadrados. Se dispone de 200 pies
cuadrados de espacio en el piso. Un televisor gana 60 dola-
res en utilidades, y un radio 20 délares. La tienda almacena
sélo televisores y radios. Los requisitos del mercado sefia-
lan que por lo menos 60% de todos los aparatos debe ser
radios. Por ultimo, ua televisor inmoviliza 200 dolares del
capital, y un radio, 50 délares. Highland quiere tener cuan-
do mucho un valor de 3000 dolares de capital inmovilizado
en cualquier momento. Plantee un PL con el que se pueda
maximizar la utilidad de esta compaiiia.

9 Muchas compaiiias de Wall Streel utilizan modelos de
PL para seleccionar opciones de inversion en titulos. Lo que
sigue es una version simplificada de dichos medelos. Solo-
drex esta considerando invertit en cualro titulos; dispone de
1000000 de délares para invertit. El rendimiento anual es-
perado, el rendimiento anual en el pcor de los casos de ca-
da titulo y la “duracién” de cada titulo se proporcionan en

TABLA 15

T endimiento - Rendimiento enel -
Titulo - esperado (%) peor de los casos (%) Duracién

t 13 6% 3
2 8 8% 4
3 i2 10% 7
4 14 9% 9

la tabla 15. La duracion de un titulo es una medida de la sen-
sibilidad del titulo a las tasas de interés. Solodrex quiere ma-
ximizar el rendimiento esperado a partir de sus inversiones
en titulos, sujeto a lres restricciones.

Restriceién 1 El rendimiento en el peor de los casos de la
opeion de inversién en titulos debe ser por fo menos de 8%.
Restriceidn 2 La duracion promedio de la opcion de inver-
sion debe ser cuando mucho 6. Por ejemplo, una opeion
de inversion que invierte 600000 dolares en el tituio 1§y
400000 en el titulo 4 tendria una duracién promedio de

60-0000(3) + 40000009) _ 54
1 000000 '
Restriceion 3 Debido a los requisitos de diversificacion,
cuando mucho 40% de la cantidad total invertida puede cstar
invertido en un solo titulo.

Formule un PL que le permita a Solodrex maximizar el ren-
dimiento esperado por sus inversiones.

10 Coalco explota carbén en tres minas y lo embarca para
cuatro clientes. Los costos por tonclada de carbon en pro-
duccion, la ceniza y el contenido de azufre (por tonelada, t}
del carbén y la capacidad de produccion (en toneladas) de
cada mina se proporcionan en Ia tabla 16. La cantidad de to-
neladas de carbon que solicita cada cliente se presenta en la
tabla 17

1 costo (en ddlares) por embarcar una tonelada de car-
bon desde una mina a cada cliente se proporciona en la tabla
18. Se requicre que la cantidad total de carbon embarcado
contenga cuando mucho 5% de ceniza y cuando mucho 4%
de azufre. Plantee un PL que minimice €l costo por cumplir
las demandas de los clientes.

11  Eli Daisy fabrica el medicamento Rozac a partir de
cuatro productos quimicos. Hoy deben producir 1000 Ib del
farmaco. Los tres ingredientes activos de Rozac son A, By
C. Por peso, por lo menos 8% de Rozac debe ser A, por lo
menos 4% de B y por lo menos 2% de C. El costo por libra
de cada producto quimico y la cantidad de cada ingrediente
activo en una libra de cada producto se proporcionan en la
tabla 19.

TABLA 16

T pesto de "% Contenidg de - Contenido de
Mina ‘produccidn-(ddtares) - Capacidad - “geniza {f) * . adufre (f)
i 50 §20 0.08 0.05
2 55 100 0.06 0.04
3 02 140 0.04 0.03
TABLA T7
Cliente 17~~~ - Cliente2 " Clienle 3 Gliente 4 .
30 70 60 40
TABLA 18

: . Gllente :

Mina - 1.0 2 3 < 4
1. 4 6 8 12
2 9 6 7 11
3 3 12 3 5
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I-s necesario que se ulilicen por lo menos 100 1b del pro-
ducto quimico 2. Encuentre un PL cuya solucion determine
fa forma s barata de producir el lote de hoy de Rozac.

TABLA 19

Producto qufmise  Costo (ddlares por Ih) A B - (H

1 8 003  0.02 0.0l
g 10 0.06 .04 0.0]
3 1 0,10 .03  0.04
4 14 0,12 009 0.04

12 (Una hoja de calculo podria ser (il en este problema).
El indice de riesgo de una inversion se puede obtener a par-
ar del rendimiento o rentabilidad de la inversién (en 1érmi-
nos absolutos) por afio, y calculando el promedio.

Suponga que vsled prelende delerminar qué porcentaje
de su dinero debe ser invertido en bonos del tesoro, oro vy ac-
ciones. En la tabla 20 (o archivo InvG8.xls) se proporcionan
los rendimientos anvales (cambio en el valor) para estas in-
versiones durante 10s afios 1968 a 1988. Sea el indice de ries-
go de unas opciones de inversidn el promedio ponderade {de
acuerdo con la fraccion de su dinero asignada a cada inver-
sion) del indice de riesgo de cada inversion. Suponga que la
cantidad de cada inversion debe estar entre 20 y 50% del to-
tal invertido. A usled le pustaria que el indice riesgo de sus
opciones de inversion fuera de 0.15, y su objelivo es maxi-
mizar el rendimiento esperado de sus inversiones. Plantec un
PL cuya solucién maximice el rendimiento esperado de sus
opciones de inversion, sujeto a las restricciones dadas, Utili-
ce ¢l rendimiento promedio ganado por cada jnversion duran-
te los afios 1968 a 1988 como su estimacion del rendimicnto
esperado.’

Grupo B

13 El dueiio de Stmco opina que nuestra solucion dptima
de la PL. no maximizara ta utilidad diatia. Su razonamiento
es el siguiente: “Tenemos 14000 barriles de capacidad de
refinacion diaria, pero la solucion Gptima produce séio
13 500 barriles. Por lo tanto, esto no puede ser maximizar la
utilidad.” ;Qué podria responder usted?

14 Oileo elabora dos productos: gasolina regular y pre-
mium, Cada producto contiene 0.15 gramos de plomo por
litro. Los dos productos se elaboran a partir de seis insumos:
reformado, gasolina del desintegrador catalitico de liguidos
(FCG), isomerato (ISO), polimero (POL), MTBE (MTB) v
buiano (BUT). Cada insumo tiene cuatro atributos:

Atributo 1 indice de octano de investigacion (IO])
Atributo 2 RVP

Afributo 3 Volatilidad ASTM a 70°C

Atributo 4  Volatilidad ASTM a 130°C

Los atributos y la disponibilidad diaria (en litros) de cada
insumo se dan en {a tabla 21,

Los requisitos de cada insunio se dan en la tabla 22.

La demanda diaria (en miles de lifros) de cada producto
se debe cumplir, pero se puede producit mas si asi se desea.

"Rasado en Chandy (1987).

EFOL y las condiciones de ASTM son los minimos. La ga-
solina regular se vende a 29.49 centavos por litro, v ia gaso-
lima premium en 31.43 centavos el litro. Antes de que cada
producto esté listo para la venta, se debe eliminar 0.15 g/L. de
plomo de cada une de elios. El costo de eliminar 0.1 g/l es
8.5 centavos. Cuando mucha, el 38% de cada tipe de gascli-
na puede ser FCG. Plantee y resuelva un PL cuya selucion
indique a Otlco como maximizar sus wtilidades diarias.*

TABLA 20

Mo Existencia O1o T-Bills
1968 B 11 5
1969 -0 8 7
1970 4 —~14 7
1971 14 14 4
1972 19 44 4
1973 —15 66 7
1974 —27 64 8
1975 37 0 (]
1976 24 —22 5
1977 -7 18 5
1978 7 31 7
1979 19 59 10
1980 33 99 11
1981 —5 —25 15
1982 22 4 il
1983 23 —11 9
1984 6 —15 10
1985 32 —12 8
1986 19 16 0
1987 5 22 5
1988 17 -2 4]

TABLA 21

Dispositbilidad - 10 NP ASTM(70) ASTM(130)

Reformado 15572 98.9 7.66 -5 46
FCG 15434 932 9.78 57 103
1SO 6709 86.1 29.52 107 100
POL 1196 97 14.51 7 73
MTB 748 117 13.45 93 100
BUT Himitado 98 1606.99 130 100
TABLA 22
Demanda ~ . 10 RVP ASTM(70) ASTM(130}

Regular 9.8 90 2118 10 50
Premium 30 96 21.18 10 50

{Basado en Magoulas y Marinos-Kours {1988),
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3.9

 EJEMPLO. 13

Solucian

Modelas del proceso de produccion

Enseguida se explica como plantear un modelo de PL para un proceso sencillo de produc-
cion. El paso clave es determinar como se relacionan los productos de una etapa supetior
del proceso con los productos de una etapa temprana,

 Proceso. de produccion bruta =0 e

Rylon Corporation fabrica los perfumes Brute y Chanelle. La materia prima necesaria para
elaborar cada tipo de perfume se compra a 3 délares la libra. Para procesar 1 1b de materia
prima, se necesita | h de tiempo de laboratorio. Cada libra de materia prima procesada tin-
de 3 oz del perfume Brute regular y 4 oz del perfume Chanelle regular. El Brute regular se
vende a 7 délares la onza, y ¢l Chanelle regular, a 6 dolares la onza. Rylon tiene también la
opcién de procesar ain mas Brute regular y Chanelle regular para obtener Luxury Brute,
que se vende a 18 dolares {a onza, y Luxury Chanelle, que se vende a 14 doélares la onza.
Cada onza de Brute regular que se somete a olro proceso requicre 3 h adicionales de labo-
ratorio, el costo del proceso es de 4 dolares y rinde una onza de Luxury Brute. Cada onza
de Chanelle regular que se somete a ofro proceso requiere 2 h adicionales de laboratorio, el
costo del proceso s de 4 dolares y rinde una onza de Luxury Chanelie. Rylon tiene al aflo
6 000 h de tiempo de laboratorio disponibles, y puede comprar hasta 4 000 lb de materia
prima, Plantee un PL que s¢ pueda aplicar para determinar cbémo Rylon puede maximizar
sus utilidades. Suponga que ¢l costo de las horas de laboratorio es un costo fijo.

Rylon debe determinar cuénta materia prima comprar y cuanto de cada tipo de perfuine
producir. Por lo tanto, se definirdn las variables de decision:

x; = cantidad de onzas de Brute regular vendidas al aiio
x, = cantidad de onzas de Luxury Brute vendidas al aio
x3 = cantidad de onzas de Chanelle regular vendidas al afio

x4 = cantidad de onzas de Luxury Chanelle vendidas al aiio

I

x5 = cantidad de libras de materia prima compradas cada afio

Rylon quiere maximizar

Contribucién a la utilidad = ingresos por las ventas de perfumes — costos de proceso
— costos de compra de materia prima
= Tx, + 18x, + 6x3 + 1dxy — (4xp + dxq} — 35
= Tx; + 14xp + 6x3 + 10x4 — 3xs

Por lo tanto, la funcion objetivo de Rylon se podiia escribir como

max z = Txy + [xy + 6xy + 10x5 — 3xs \ (54)
Rylon se enfrenta a las siguientes restricciones:
Restriccion 1 No se pueden comprar més de 4 000 Ib de materia prima al afio.

Restriccion 2 No se pueden usar més de 6 000 h de tiempo de laboratorio cada afio.

La restriccion 1 se expresa mediante

tEsta seccién se basa en Hartley (1971).
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FIGURA 10
Procesn de produceidn
para Brute y Chanelle

a6

Para expresar la restricciom 2, obsérvese que

Tiempo total de laboratorio al aito = tiempo usado al afio para procesar la materia prita
- tiempo usado al aiio para procesar Luxury Brute
+ tiempo usado al ailo para procesar Luxury Chanelle

= x; + 3x; + 2xy
La restriccion Z se transiorma en
BX2 + 2X,1 + Asg = 6000 [55]

Después de agregar las restricciones de signo x; = 0 (i = 1, 2, 3, 4, 5), muchos estudian-
tes afirman que Rylon deberia resolver la PL siguiente:

max z = Txy + ldxy + 6x3 -+ [0xy — 3x5
5. X5 = 4000

3, b 2x4 kx5 = 6000

x=0 {(i=1,2,3,4,5)

Este planteamiento es incorrecto. Observe que las variables x; y x3 no aparecen en ningu-
na de las restricciones. Esto quiere decir que cualquier punto x; = x4 = xs =0 VXY X3
muy grandes estan en la region factible, Los puntos con x,; y x5 grandes pueden proporecio-
nar utilidades arbitrariamente clevadas. Por consiguiente, esta PL es no acotada. El error
es que el presente planteamiento no indica que la cantidad de materia prima comprada de-
termina la cantidad de Brute y Chanelle que esta listo para la venta o para un proceso adi-
cional. Mas especificamente, de la figura 10 (y el hecho de que 1 oz de Brute procesado
rinde exactamente 1 oz de Luxury Brute) se infiere que

Onzas de Brute repular vendidas (onzas de Brute pmducidas) (libi‘as demalcria)

+ onzas de Luxury Brute vendidas "\ libras de materia prima prima comprada

= 3
La relacion se refleja en la restriccion
Xy + vy = 3y o bien X+t x 3 =0 {57)
De igual manera, de la figura 10 es evidente que
Onzas de Chanelle regular vendidas -+ onzas de Luxury Chanelle vendidas = dxs
Fsta relacion origina la restriccion
X3+ xy = dxs o bien Xy bk xy — dxs =10 (58)

Las limitaciones (57) y (58) rclacionan varias variables de decision. Los estudiantes
omiten, con frecuencia, restricciones de este tipo. Como este problema lo sefiala, no con-
siderar una sola restriccion, podria dar como resultado una respuesta inaceptable (tal co-

x, 02 de Brule regular vendidas

35 02 x; 0z de Bruie reg. procesadas en Lux. Brule
de Brute
x51b
de materta prima
x3 0z de Chanelle reg. vendidas
Ax5 07 .
oz de Chanelle reg. en Lux. Chanelle
de Chaneile i &
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mo una PL no acotada). Si se combinan (53) a {58) con las restricciones de signo ordina-
rias, se llega al plantcamiento correcio de la PL.

max z = 7X] + 14XZ + 6X3 + 10x4 - 31’5

s.a

Xy +

;=0

x5 = 4000
3x, + 24+ x5 = 6000
X2 — 3x5 =0
x5+ xg—4xs=0
(i=1,2345)

I.a solucidn optima es z = 172 666.667,x, = 11333.333 02, X, = 666.667 0z, x5 = 16 000
o0z, x4 = 0y x5 = 4 000 Ib. Por consiguicnte, Rylon debe comprar las 4 000 Ib de materia
prima disponible y producir 11 333.333 oz de Brute regular, 666.667 oz de Luxury Brute
y 16 000 oz de Chanelle regular. Este plan de produccién contribuira con 172 666.667 do-
lares a las utilidades de Rylon. En este problema, una cantidad fraccionaria de onzas €s ra-
zonable, por lo gue se cumple la Suposicion de divisibilidad.

Para terminar el analisis del problema de Nylon, se estudia un error muy comin entre
jos estudiantes. El razonamiento de algunos es

i 1b de materia prima = 3 oz de Brute -+ 4 oz de Chanelle

Como x,; + X, = total de oz de Brute producidas, y x3 + X5 = total de onzas de Chanclle
producidas, los estudiantes concluyen que

X5 — 3(X1 + }.’2) + 4(.\73 + X4) (59]
Esta ecuacion podria tener sentido como un enunciado para un programa de computado-
ra; en cierto sentido, la variable x5 es reemplazada por el segundo miembro de (59). Pero

como restriccion de PL, (59) no tiene sentido. Para entender mejor esto, notese que el pri-
mer miembro tiene las unidades “libras de materia prima” y el término 3x, en el segundo

miembro tiene las unidades

( Onzas de Brute
libras de materia prima

) (onzas de Brute)

Como algunos de los términos no ticnen las mismas unidades, (59) no puede sex correcta.
Si hay dudas respecto a una restriccién, enfonces verifique que todos los términos de la
restriccién tienen las mismas unidades. Asi se evitardn muchos errores en el planteamien-
to. (Naturalmente, incluso si las unidades de ambos miembros de la restriccion son igua-

les, ésta podria ser incorrecia.)

PROBLEMAS

Grupo A

1 Sunco Oil tiene tres procesos distintos que se pucden
aplicar para elaborar varios tipos de gasolina. En cada proce-
so se requiere mezclar crudos en el desintegrador catalitico
de la compaiifa. Ejecutar el proceso I durante una hora cues-
ta 5 délares y se requieren 2 barriles de crudo 1 y 3 barriles
de crudo 2. El producto luego de ejecutar el proceso 1 por
una hora es 2 barriles de gasolina 1y 1 barril de gasolina 2.
Efectuar el proceso 2 durante una hora cues(a 4 dolares y re-
quicre I barril de crudo 1y 3 barriles de crudo 2. El resul-
tado de correr el proceso 2 por una hora s 3 barriles de ga-
solina 2. Ejecutar el proceso 3 duranfe una hora cuesta 1
délar y se requieren 2 barriles de crudo 2 y 3 barriles de ga-

solina 2. El resultado del proceso 3 luego de una hora es 2
barriles de gasolina 3. Todas las semanas s¢ podrian comprar
200 barriles de crudo 1 a 2 dolares el barril y 300 barriles de
crudo 2 a 3 délares el barril. Toda la gasolina producida se
podria vender a los precios siguientes por barril: gasolina 1,
9 dolares; gasolina 2, 10 délares; gasolina 3, 24 dolares.
Plantee un PL cuya solucién maximice los ingresos menos
costos. Suponga que solo se dispone cada semana de 100 ho-
ras de tiempo en el desintegrador catalitico.

9  Turnco manufactura mesas y silas. Una mesa requiere 40
pies tablon de madera, en tanto que una silia requiere 30 pies
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tablon de madera. La madera se podria comprar 2 un costo
de 1 ddélar por pie tablon, y hay disponibles 40 000 pies
tablon. Se necesitan dos horas de mano de obra calificada
para manufaciurar una mesa sin acabados o una silia sin aca-
bados. Tres horas mas de mano de obra calificada convierten
una mesa sin acabados en una ya terminada, y 2 I mas en el
caso de las sitlas. Se puede disponer de ue lotal de 6 000
horas de mano de obra calificada (v ya se pagd por elia). To-
dos los muebles fabricados se venderin a los siguienes pre-
clos unilarios: mesa sin termunar, 70 dolares; mesa acabada,
140 dolarves; sitla shy terminar, 60 dolares; silla terminada, 110
délares. Plantee un PL que maximice la contribucidn a las
wiilidades por la fabricacion de mesas y sillas.

3 Suponga que en el gjemplo 11, 1 b de materia prima se
podria usar para producir 3 oz de Brute, o bien, 4 oz de Cha-
nelle. ;Como se reflejaria esto en la formulacién?

4 Chemco elabora tres productos: |, 2 y 3. Cada libra de
matlena prima cuesta 25 dolares. Esta sc somele a proceso y
rinde 3 oz del producto | y [ oz def producto 2. Cuesta |
dolar y toma 2 horas de mano de obra procesar cada libra
de materia prima. Cada onza de producio 1 se puede usar de
ires maneras distintas:

Se puede vender por 10 dolares la onza.

Se puede procesar en | 0z de producto 2, lo cual re-
quiere 2 h de mano de obra y cuesta 1 dolar.

Se puede procesar en 1 0z del producto 3, para lo cual
se requieren 3 b de mano de obra y cuesta 2 délares.

Cada onza del producte 2 se puede utilizar de dos maneras
distintas:

Se puede vender a 20 dolares/oz.

Se puede procesar en | oz del producto 3, para lo cual
se requiere 1 hr de mano de obra y cuesta 6 ddlares.

El producto 3 se vende en 30 ddlares la onza. La cantidad
mixima de onzas de cada producto que se puede vender
se proporciona en la tabla 23. Se dispone de un maximo de
25000 horas de mano de obra. Delermine como podria
Chemco maximizar las utilidades.

TABLA 23

Praducto 0z

i 5000
2 5000
3 3000
Grupo B

5 Una compania produce A, B y C, y puede vender estos
bienes en cantidades ilimitadas a los siguientes precios uni-
tarios: A, 10 délares; B, 56 délares; C, 100 dolares, Producir
una unidad de A requiere 1 h. de mano de obra; una unidad
de B, 2 h. de mano de obra mas 2 unidades de A; y una
unidad de C, 3 h. de mano de obra mds 1 unidad de B. Cual-
quier unidad A que se usa para producir B no se puede
vender. De igual manera, cualquier iiidad de B que se utili-
ce para producit C no se puede vender. Se dispone de un to-
tal de 40 h. de mano de obra. Plantee un PL para maximizar
los ingresos de la compaiiia.

B Daisy Drugs elabora dos farmacos. Los farmacos se pro-
ducen mediante la mezcla de dos productos quimicos: 1 y 2.

Por peso, el farmaco T debe conlener por To menos 63% del
producto quimico |, vy el farmaco 2 debe contener por lo me-
nos 55% del producto quimico 1. El farmaco | se vende a 6
délares ia onza, v el firmaco 2 se vende a 4 ddlares la on-
7a. Hay dos procesos distinlos para claborar los preductos
quinicos | v 2. Si se ejecula el proceso | por 1 . se requic-
ren 3 oz de materta prima y 2 h. de mano de obra califica-
da, v rinde 2 0z de cada producto quimico. Ln cambio, $1 s¢
ejecuta el proceso 2 durante 1 h. se requicren 2 oz de matc-
ria prima y 3 h. de mano de obra calificada, y rinde 3 oz del
produsto quimico | y 1 oz del producto quintco 2. Hay dis-
ponible un total de 120 h. de mano de obra calificada y 100
oz de materia prima. Plantee un PL que pueda utilizarse pa-
ra maximizar os ingresos de Daisy por las ventas.

7' Lizzies’s Dairy produce queso crema y queso coffage.
Se mezclan leche y crema para elaborar estos des producios.
Para produciv queso crema y queso cofiage se ulilizan tanto
leche entera como leche descreniada. La leche entera contie-
ne G0% de grasa, y la leche descremada sélo 30%. La leche
que se uliliza para producir queso crema debe conlener en
promedio 50% de grasa, y la que se usa para cl queso colia-
ge, 35%. Por lo menos 40% (por peso) de los ingredientes
para el queso crema y por o menos 20% (por peso) de los
ingredientes para el queso coffage debe ser crema. Tanto el
queso coftage como el queso crema se elaboran vertiendo le-
che v crema en la maquina para producir queso. Cuesta 40
centavos procesar una libra de ingredientes para obiener una
libra de queso crema, Cuesta 40 centavos producir una libra
de queso coftage, pero cada libra de ingredientes para esle
queso rinde 0.9 de queso coffage y hay 0.1 de desecho. Se
puede producir crema mediante Ia evaporacion de leche en-
tera y descremada. Cuesta 40 centavos evaporar | b de
leche entera, Cada libra de leche entera que es evaporada
rinde 0.6 1b de crema. Cuesia 40 centavos evaporar 1 1b de
leche descremada. Cada libra de leche descremada que
es evaporada rinde 0.3 1b de crema. Se podrian enviar todos
los dias hasta 3000 Ib de ingredientes a la maquina para
preducir quese. Por lo menos se deben producir al dia 1000 1b
de queso cotfage ¥ 1000 Ib de queso crema. Hasta 1500 b de
queso crema y 2 000 de queso coffage se pueden vender al
dia. Bl queso cottage se vende a 1.20 délares la libra y el
queso crema a 1.5 dolares la libra. La leche entera se compra
a 80 centavos la libra, y 1a leche descremada a 40 centavos la
tibra. El evaporador procesa al dia cuando mucho 2000 Ib de
leche. Formule un PL con la que se pueda maximizar la uti-
lidad diaria.

8 Una compafiia manufactura seis productos de la manera
signiente. Cada unidad de materia prima comprada rinde
cuatro unidades del proeducto 1, dos unidades del producto 2
y una unidad del producto tres. Se pueden vender hasta
1 200 unidades del producto 1 y hasta 300 unidades del pro-
ducto 2. Cada unidad del producto 1 se puede vender o
someter a olro proceso. Cada unidad de producto 1 que
se procesa rinde 1 unidad del producto 4. La demanda por
los productos 3 y 4 es ilimitada. Cada unidad de producto 2
se puede vender o someter a otro proceso. Cada unidad del
producto 2 que se somete a otro proceso rinde 0.8 unidades
del producto 5 y 0.3 de unidad del producto 6. Se pueden
vender hasta 1 000 unidades del producto 5 y hasta 800 uni-
dades del producto 6. Se pueden comprar hasta 3 000 unida-
des de materia prima a 6 délares la unidad. Las unidades so-
brantes de los productos 5 y 6 se deben destruir. Cuesta 4

'Basado en Sullivan y Sccrest (1985).
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TABLA 24

Precio de Costo de
pruducta  venla (délares)  produccidn
Co (délases)
| 7 4
2 6 4
3 4 2
4 3 1
5 20 5
6 35 5

dolares destruir cada unidad sobrante del producto 5 y 3 do-
jares, Jas det producto 6. El precio de venta por unidad y los
costos de produccion por cada producto, sin considerar los
costos de compra de la materia prima, se proporcionan en la
tabla 24. Plantce un PL cuya solucion sea un programa de
produccion que maximice la utilidad.

9 Todas las semanas, Chemco puede comprar cantidades
‘limitadas de materia prima a 6 dolares la libra. Cada libra
de materia prima comprada se puede usar para elaborar el in-
sumo 1 o el 2. Cada libra de materia prima rinde 2 oz del
insumo 1, requiere 2 h, de tiempo de proceso e incurre en
costos de proceso por 2 dolares. Cada libra de materia pri-
ma rinde 3 oz del insumo 2, requiere 2 h. de tiempo de pro-
ceso y sus costos de proceso son de 4 dolares.

Se dispone de dos procesos de produccién, El proceso 1
requiere 2 h., 2 oz de insumo 1 y 1 oz del insumo 2. Cuesta
i dolar ejecutar el proceso 1. Cada vez que el proceso 1 se
efectia, se produce 1 oz def producto Ay 1 oz de desecho li-
quido. Cada vez que el proceso 2 se efectiia, se requieren 3
h. de proceso, 2 oz def insumo 2 y 1 0z del insumo 1. El pro-
ceso 2 rinde 1 oz del producto B y 0.8 oz de desecho liqui-
do. Los costos det proceso 2 son 8 dolares.

Chemco puede tirar sus desechos liquidos en el rio Port
Charles, o bien, usar el desecho para elaborar el producto C
o el producto . De acuerdo con ios reglamentos guberna-
mentales, Chemco tiene permitido derramar al rio cuando
mucho 1 000 oz a la semana, E costo por producir una onza
del producto C es de 4 dolares, y se vende en 11 dolares. S¢
requiere una hora de tiempo de proceso, 2 oz del insumo 1 y
0.8 oz de desecho liquido para producir una onza del produc-
to C. Cuesta 5 délares fabricar una unidad del producto D ¥
se vende en 7 ddlares. Una hora de tiempo de proceso, 2 07
del insumo 2 y 1.2 oz de desecho liquido es lo que se requie-
re para fabricar una onza del producto D.

Todas las semanas se veaden, cuando mucho, 5 000 oz del
producto A y 5 000 oz del producto B, pero la demanda se-
nianal de los productos C y D es ilimitada. El producto A
se vende a 18 délares la onza y cada onza del producto B se
vende en 24 dolares. Se dispone cada semana de 6 000 h. de
tiempo de proceso. Formule un PL cuya solucidn le sefiale a
Chemco cdmo maximizar las utilidades semanales.

10 LIMECO es propietaria de una caleria, y vende seis gra-
dos de cal (grados del 1 al 6). El precio de venta por {ibra se
proporciona en la tabla 25. La cal se produce en hornos. Si un

TABLA 25
Girado i 2 3 4 5 6
precio(ddlares) 12 14 10 18 20 25

TABLA 26

Grado i 2 3 4 5 6
Cantidad producida 2 3 ] 1.5 2 3

TAaBLA 27

Grado | 2 3 4 5 6
Damanda maxima 20 30 40 15 25 50

horno funciona un turno de 8 horas, las cantidades (en libras)
de cada grado de cal que se producen se dan en la tabla 26.
Cuesta 150 dolares la operacién de un horno durante un tur-
no de 8 h. La fibrica opina que pucde vender diario hasta las
cantidades (en libras) de cal que se presenlan en la tabla 27,

La cal que se obtiene del hormo se podria volver a proce-
sar por medio de uno de los cinco procesos que S¢ describen
en la tabla 28.

Por ejemplo, a un costo de 1 dolar/lb se podria transfor-
mar una libra de cal grado 4 en 0.5 de cal grado 5 y 0.3 b de
cal grado 6.

Cualquier sobrante extra de cal se debe descehar al final
de cada dia de acuerdo con los costos (por libra) proporcio-
nados en la tabla 29.

Formute un PL cuya solucion le permita a LIMECO ma-
ximizar su utilidad diaria.

11 Chemco elabora tres productos: A, By C. Puede ven-
der hasta 30 1b de cada producto a los precios siguientes (por
libra): producto A, 10 dolares; producto B, 12 délares; pro-
ducto C, 20 délares. Chemco compra materia prima a 5 do-
lares la libra, Cada libra de materia prima se puede utilizar
pava claborar | lbde Ao 11b de B. Por un costo de 3 dbla-
res la libra, el producto A procesado se puede transformar
en 0.6 1b de producto B y 0.4 Ib de producto C. Por un cos-
to de 2 dblares la libra, el producto B procesado se puede
convertic en 0.8 1b de producto C. Plantee un PL cuya solu-
cion le permita a Chemco maximizar sus utilidades.

12 Chemco elabora tres productos quimicos: B, Cy D. Em-
pieza por comprar el producto quimico A a un costo de 6 do-

TABLA 28

- Caslo (¢6lares por
G de in‘sumug_". :

Grado |

0.3 Ib Grado 3
0.2 b Grado 4 2
0.3 b Grado 5
0.2 1b Grado 6
Grado 2 1 1b Grado 6 1
Grado 3 0.8 1b Grado 4 1
Grado 4 0.5 1b Grado 5 i
0.5 1b Grado 6
Grado 5 0.9 1b Grado 6 2
TABLA 29
Grado 1 2 3 4 5 6
CGosto por eliminar
sohrantes (délares) 3 2 3 2 4 2
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lares tos 100 1. Por un costo extra de 3 dolares y 3 h. de ma-
no de obra calificada, 100 litros de A se transforman en 40 |
de C y 60 1 de B. El producto quimico C se puede vender o
somelerse a otro proceso. Cuesta | délar y requiere una ho-
ra de mano de obra calificada procesar 100 | de C para obte-
ner 60 [ de D y 40 | de B. Los precios de venta por cada 100
[ v la cantidad mixima (en cientos de littos) que se pueden
vender de cada producto quimico se dan ep la iabla 30.

Se dispone de un maximo de 20¢ horas de mano de obra.
Plantee un PL con la que Chemco maximice su utilidad.

13 Carringlon Qi produce dos lipos de gasolina, la 1 y la
2, a parlir de dos tipos de crudo, el crudo 1 y et 2. La gaso-
fina 1 puede contener hasia 4% de impurezas, en tanio que
ta 2 puede lener hasta 3%. La gasolina | se vendc en 8
dolares el barril y fa 2 se vende a 12 dolares el barril. Se
pueden vender de la gasolina | hasta 4 200 barriles, y de la
2, hasta 4 300. El coslo por barril de cada crudo, la dispo-
nibilidad y Ia concentracion de impurezas en cada crudo
se proporciona en fa tabla 31. Antes de mezclar os crudos
para oblener gasolina es posible “purificar” cada uno
de ellos a un costo de 0.50 ddlares el barril. La purificacion
elimina la mitad de las impurezas del petroleo crudo. Deter-
mine cémo maximizar las utilidades.

14 Usted ha side designado administrador de la refineria de
Melrose, Esta refineria produce gasolina y aceite combusti-
ble a partir del petroleo crudo. La gasolina se vende a § do-
lares el barril, y debe iener un “grado”™ promedio de por lo

TABLA 30

B [ n
Precio [ditares) I2 16 26
Demanda méixima 30 60 40

menos 9. £l aceite combustible se vende a 6 dobares el barril
y debe tener un “grado” de por lo menos 7. Se pueden ven-
der, cuando muche, 2 000 barriles de gasolina y 600 barriles
de aceite combustible, Bl crudo que esta por legar puede ser
procesado por medio de uno de tres métodos distinlos. Ef
rendimicento por barril y el costo por barril de cada métedo
de proceso se proporcionan en la tabla 32. Por ejemplo, si se
relina un barril del crudo que lkega por el método 1, cuesta
3.40 dolares y da un rendimiento de 0.2 de barril de grado 6,
0.2 de barril de grado 8 v 0.6 de barnil de grado 10

Antes de ser procesado para obtener gasolina y aceite
combustible, tos grados 6 y 8 podrian enviarse al desintegra-
dor catalitico para mejorar su calidad. Por 1.30 délares el ba-
rril, un barril de grado 6 puede ser fraccionado en  barril de
grado 8. Por 2 délares el barril, un barri] de grado 8 se frac-
ciona en un barr! de grado 10. Cualquier crudo excedente,
procesado o fraccionade, que ya no se pucda ulilizar para
aceite combustible o gasolina, se debe desechar a un costo de
0.20 de dolar por barrii. Determine como maximizar la utili-
dad de ia refineria.

TABLA 31

Pelréleo Costo por. .~ firado de Bisponibilidad

crudo Baril (détares} impurezas (34) {barrifes)
Crudo | G 10% 5000

Crudo 2 8 2% 4500
TABLA 32

Mélode Grado 6 Girada 8 Brado 10 Cosla (dofares)
1 0.2 0.2 0.6 3.40
2 03 03 04 3.00
3 0.4 0.4 02 2.60

3.10

Solucién de probiemas de decisidn de periodos mdltiples

mediante programacion lineal: un modelo de inventario

Hasta esie punto, todos los planteamientos de PL que se han cstudiado son ejemplos de
modelos estéticos o para un solo periodo. En un modelo estatico sc supone que todas las
decisiones se toman en un solo punto en el tiempo. El resto de ejemplos en este capitulo
ilustran cémo Ia programacién lincal se usa para determinar decisiones optimas en mode-
los para periodos miltiples o modelos dinAmicos. Los modelos dindmicos surgen cuarn-
do se toma una decisién en mas de un punto en ¢l tiempo. Las decisiones tomadas durante
el periodo actual influyen cn las decisiones tomadas durante periodos futuros cuando se
aplican modelos dinamicos. Por ejemplo, considéresc una compatfiia que debe determinar
" cudntas unidades de un producto se deben producir cada mes. Si fabrica una gran cantidad
de unidades duranic un presente mes, entonces se reducirian fas unidades que se deben
producir en los meses futuros. Los ejemplos que se estudian en las sccciones 3.10 a 3.12
muestran como las decisiones mas tempranas afectan fas decisiones posteriores. Se volve-
r4n a tratar los modelos dindmicos de decisién cuando se estudie Ia programacion dinani-

ca en los capitulos 18 y 19.
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B

JEMPLO 14

Solucién

" Inventario de Sailco:

Saiico Corporation debe determinar cusntos botes de vela tiene que producir cada mes du-
cante los cuatro trimestres. La demanda durante cada uno de los siguientes cuatro irimestres
€S como sigue: primer trimestre, 40 botes de vela; segundo trimestre, 60 tercer irimesire,
75; cuarto trimestre, 25. Sailco debe cumgplir con la demanda a tiempo. A principios del pri-
imer trimestre tenia un inventario de 10 botes de vela. Al empezar cada trimestre, Sailco de-
be decidir cuantos botes debe producir durante ¢l trimestre. Con el fin de simplificar los
calculos, se supone que los botes de vela fabricados durante un trimestre, se usan para cum-
plir con la demanda de ese trimestre. Durante cada trimestre, Sailco fabrica hasta 40 botes
de vela con mano de obra en turno regular con un costo total de 400 ddlares por bote de ve-
fa. Si ticne empleados que trabajen tiempo exira durante un trimestre, Sailco manufactura
mas botes de vela con mano de obra de tiempo extra a un costo total de 450 dofares por bo-
te de vela

Al final de cada trimestre (después de producir los botes y cumplir la demanda del pre-
sente trimestre) se incurre en un costo de 20 dolares por el transporte o por almacenamien-
to. Utilice la programacion lincal para determinar un calendario de produccion con el fin
de minimizar la suma de costos de produccion y de inventario durante los siguientes cua-
tro trimestres.

Sailco tiene que determinar para cada trimestre la cantidad de botes de vela que debe fa-
bricar con mano de obra en horarios regulares 'y con tiempo extra. Por consiguiente, se de-
finen las siguicntes variables de decision:

x, = niimero de botes de vela fabricados con mano de obra en horario regular
(a 400 dolares/bote) durante el trimestre / (t=1,2,34)
y, = ntimero de botes de vela fabricados con mano de obra en tiempo extra
(a 450 dolaresfbote) durante el trimestre ¢ t=1273,4)
Es convenicnte definir las variables de decision para el inventario (nimero de botes de ve-
1a en existencia) al final de cada trimestre:
i, = mimero de botes de vela en existencia al final del trimestre £ (r=1,2,3,4)
Costo total de Sailco se podria determinar a partir de
Costo total = costo por producir botes de vela en horario regular
+ costos por producir botes de vela en tiempo extra + costos por inventario
= 400(.Y1 + ,\'2 + JC3 + X4) + 4500’[ + y2 + }’3 + y4)
+ 200, *ip ¥ izt iq)
Por o tanto, la funcién objetivo de Sailco es
minz = 400x| + 400.1'2 + 4OOX3 + 400.1’4 + 450}’] + 450}?2
Antes de determinar las restricciones de Sailco hay dos observaciones por hacer que ayu-
darén a plantear los modelos de programacién de la produccion en varios periodos.
Para el trimestre 7,
Inventario al final del trimestre 1 = inventario al final del trimestre (f — 1)
+ produccion del trimestre 7 — demanda del trimestre ¢
Esta relacion tiene un papel importante en el planteamiento de todos los modelos para pro-
gramar la produccion en varios periodos, Si d; es la demanda durante ¢l periodo ¢
(entonces, d, = 40, dy, = 60,dy =T5ydy = 25), esta observacion se podria expresar en
ta forma compacta siguiente:
it‘zi(—l +(xf+y.l‘)mdt (t: }92’3’4) (51)

En (61), ip = inventario al final del trimestre 0 = inventario al inicio del trimestre 1 = 10.
Por ejemplo, si hay 20 botes de vela en existencia al final del trimestre 2 (i, = 20) y se fa-
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bricaron 65 duranie el trimestre 3 (esto quiere decir que x3 + )3 = 65), jcual seria el in-
ventario al final del tercer timestre” Simplemenie la canlidad de boles de vela en existen-
cia al final del trimestre 2 mas los boles de vela fabricados duramnte el trimestre 3, menos
Ia demanda del trimestie 3, que es de 75, En este caso, iy = 20 + 65 — 75 = 10, lo cual
esta de acuerdo con (61). La ecuacion (61) relaciona las variables de decision que tienen
que ver con periodos diferentes. Al plantear cualquier modeio de PL de varios periodos, €l
paso mas dificil es, por lo regular, encontrar la relacion (como [611]) que vincula las varia-
bles de decision de periodos distintos.

También se observa que la demanda del trimestre ¢ se cumplird a tiempo si y s6io si
{algunas veces se denota con s7) i, = (. Para comprender mejor esto, observe que /,_, +
(x; + y,) es la existencia para cumplir la demanda dei periodo ¢, por lo que la demanda del
periodo ¢ se cumpliré si y solo si

i+ (x, + ) = d, 0 bien =0+, +y)—d=0
Esto significa que las restricciones de signo i, = 0 (¢ = 1, 2, 3, 4) aseguran que la deman-
da de cada trimestre se cumplira a tiempo.

Ahora ya se pueden determinar las limitaciones de Sailco. Primero, se usan las cuatro
limitaciones siguientes para tener la seguridad de que la produccion en los horarios regu-
lares de cada periodo no excedera 40: x|, xo, x3, x4 = 40. Luego se afladen las limitacio-
nes de la forma (61) por cada periodo (+ = 1, 2, 3, 4). Con esto se generan las coatro
restricciones siguientes:

=104 x by — 40 iy =+ xp oy — 60
iy =10 +x3+p3— 75 i = I3+ x4ty — 25
Luego de afiadir las restricciones de signo x, = 0 {para evitar los niveles de produccion ne-
gativos) e i, = 0 (para tener la seguridad de que la demanda de cada periodo se cumple a
tiempo) se obtiene el planteamiento siguiente:
min z = 400x, + 400x, + 400x; + 400x, + 450y, + 450y, + 450y; + 450y,
+ 200, + 200y + 20iy -+ 20i4
5.4 xy = 40, xy; =40, x3 == 40, xq4 =40
iy = 10+ x; + y, — 40, iy =iy + xy; + 3, — 00
[y =i +x3+yy— 75, g =iyt xqg+ypqg— 25
i, =0, ¥ =0, y x,z0 (t=1,2,3,4)

La solucién Gptima para este problema es z = 78450; x; = xp = x3 = 40, x5 = 25, y1 =
0; ¥ = 10; y3 = 35; y4 = 0; i, = 10; i, = i3 = iy = 0. Por lo tanto, el costo minimo to-
tal que Sailco tendria es 78 450 dolares. Para lograro, Sailco debe fabricar 40 botes de ve-
la en el horario regular durante los trimestres 1 a 3, y 25 botes de vela con mano de obra
en ¢l horario regular durante el trimestre 4. Sailco fambién debe producir 10 botes con
tiempo extra durante el trimestre 2 y 35 botes con tiempo extra durante el trimesire 3. Los
costos por inventario se generan solo durante el trimestre 1.

102

Algunos estudiantes podrian estar preocupados porque este planteamiento permilc &
Sailco producir con tiempo extra durante el trimestre 7 incluso si la produecion regular del
periodo 7 es menor de 40. Cierto; este planteamiento no hace factible a tal programa, pero
cualquier plan de produccion que tenga y, > 0 y x, << 40 podria no ser 6ptimo. Por ejem-
plo, considere los dos planes de produccion siguientes:

Plan de produccion A = x; = x, = x3 = 40; X4 = 25;
¥, = 10; y3 = 25; ya=0

Plan de produccion B == x; = 40; Xy = 30; xy = 3 xq = 25;
ya = 204 yy = 35; yy =10

Los programas A y B tienen el mismo nivel de produccion durante cada periodo. Lo an-
terior significa que ambos programas tendrn costos por inventario idénticos. Asimismo,
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ambos planes son factibles, pero ¢l programa B incurre en mas costos de tiempo exira (e
el programa A. Por lo tanto, en cuestiones de minimizacion de costos, el programa B (o
cualquier otro que tenga y, = 0y x, < 40) nunca se escogeria.

FEn realidad, un PL como el del ejemplo 14 sc podria poner en marcha usando un hori-
zonte de plancacién rodante, el cual funciona de la siguiente manera. Después de resol
ver el ejemplo 14, Sailco pondria en marcha sélo Ia estrategia de produccion del trimestre
1 (producir 40 botes en el tiempo de horario regular). Luego, la compaiiia consideraria la
demanda actual del trimestre 1. Suponga que la demanda actual del trimestre 1 es 35 bo-
tes. Entonces, el trimestre 2 empieza con un inventario de 10 + 40 — 35 = 15 botes de
vela. Luego se hace un prondstico para ia demanda det trimestre 5 (suponga que el pronds-
tico es 36). Después sc determina la produccién para el trimestre 2 mediante la solucion
de un PL en el cual ¢l trimestre 2 es el primer trimestre, ¢l trimestre 5 ¢s ¢l trimestre finai
y ¢l inventario de inicio es 15 botes. Entonces, la produccion del trimestre 2 s determina-
ria al resolver el PL siguiente:
min z = 400(x, + x5 + x4 + xs) + 4500y, + y3 + ya + ys) + 200 t iyt iq + is)

5.4 Xy = 40, X3 = 40, x4 = 40, x5 < 40

iy = 15'5’.\‘24‘)’2*60, 1'3:['24'.\’3 ‘5’_}’3’75

iy = i3+ x4 +ys — 25 is = ig + x5 + ys — 36

i,=0, y=0, ¥ x=0 (t=2,3,4,5)
Aqui, x5 = la produccion en horario regular del trimestre 5, ys = produccion en tiempo ex-
tra del trimestre 5 € is = inventario al finalizar el trimestre 5. Los valores dptimos de x, ¥
y, para este PL se utilizan después para determinar la produccion del trimestre 2. Por lo tan-
to, en cada frimestre, se resuelve una PL (con un horizonte de planeacion de cuatro frimes-
tres) para determinar la produccion del trimestre actual. Se considera luego la demanda
actual, se pronostica la demanda para los siguientes cuatro (rimestres, y s¢ repite el proce-
so. Fsta técnica del “horizonte de plancacion rodante” es el método mediante el cual ka ma-
yor parte de los modelos de PL dinamicos o para periodos multiples se aplica al mundo real.

Esta formulacion del problema de Sailco tiene todavia otras limitaciones.

1 Fl costo de produccioén podria no ser una funcion lincal de Ia cantidad producida, lo
cual violaria la Suposicion de proporcionalidad. Se analiza cémo tratar este problema en
los capitulos 9 y 13.

2 Las demandas futuras podrian no conocerse con certeza. En csta situacién se incumple
la Suposicion de certidumbre.

3 Se le ha exigido a Sailco que cumpla todas las demandas a tiempo. Es comin que las
compaiifas cumnplan con la demanda a tiempo después, pero s les impone utt costo de pe-
nalizacion por los pedidos que no se entregan a tiempo. Por ejemplo, si la demanda no se
cumple a tiempo, entonces el disgusto del cliente se podria reflejar en una pérdida de ingre-
sos futuros. Si la demanda se cumple en periodos posteriores, entonces se dice que esta acu-
mulada o que estd pendiente. El planteamiento de PL actual tiene la capacidad de poder
ser modificado para incorporar los pedidos pendientes (véase problema 1 de la seccion 4.12).

4 Se ha ignorado el hecho de que las variaciones trimestre-a-trimestre en la cantidad pro-
ducida podrian dar como resultado costos extra (llamados costos por stiavizacion de la
produccion). Por ¢jemplo, si se incrementa Ia produccion en forma notable desde un trimes-
tre al siguiente, esto requerira probablemente la costosa capacitacion de nuevos trabajado-
res. Por otro lado, si la produccion disminuye ¢n forma importante de un trimestre al
signiente, se podifa incurrir en costos extra que son resultado de despedir a los trabajadores.
En la seccién 4.12 se modifica el modelo presente para explicar los costos de suavizacion.

5 Sialgunos botes de vela se quedan al final del Gltimo {rimestre, se les asigna un valor de
cero. Por supuesto que esto es irreal. Fn cualquier modelo de inventario con un horizonte {i-
nito, el inventario que se queda al final del tiltimo periodo debe tener un valor de salvamen-
to que sefiala el valor del inventario al final del periodo. Por ejemplo, si Sailco siente que cada
bote de vela dejado al final det trimestre 4 vale 400 dolares, entonces se debe afiadir un tér-
mino —400i4 (que mide el valor del inventario del trimestre 4) a la funcién objetivo.
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Un cliente requiere respeclivamenic durante fos siguien-
tes cuatro meses 50, 65, 100 y 70 unidades de un producto
(no se permife acumulacion). L.os costos de produccion son
5, 8, 4 y 7 ddlares por unidad durante estos meses. Los cos-
tos por conservar almacenadas las unidades de un mes al
siguicnte es 2 ddlares por unidad (impuestos sobre el inven-
tario final). Se estuna que cada unidad en existencia al final
del wes 4 se podria vender en 6 dolares. Planice un PL que
minimice el costo neto incurrido para poder cumplir con las
demandas de los cuatro meses siguientes.

2 Una compaiiia tiene las siguientes demandas duranie los
stguientes tres peoodos: periodo 1, 20 unidades; periodo 2,
10 unidades; periodo 3, 15 unidades. Los costos de produc-
cion por unidad durante cada periodo son como se indica:
periodo |, 13 dolares; periodo 2, 14 dolares; periodo 3, 15
dolares. Un costo por almacenamiento duranie un corto pla-
zo por unidad se aplica al inventario al finalizar cada perio-
do. Al empezar el periodo 1, la compaiiia tiene 5 unidades en
cxistencia.

En realidad, de los bienes producidos durante un mes no
todos se usan para cumplir la demnanda del mes actual. Para
modelar este hecho, se supone que sélo la mitad de los bienes
producidos en un periodo se utilizan para complir con la de-
manda del periodo actual. Plantce un PL para minimizar el
costo por cumplir con la demanda de los siguienies tres perio-
dos, (Sugerencia: Limilaciones como i; = xy + 5 — 20 son
ciertamente necesarias. De una manera diferenie al ¢jemplo,
la restriccion i = 0 no asegurara que se cumpla la demanda
del periodo 1. Por ejenq]:lo, si x; = 20, entonces se cumple
iy = 0 pero solo porque 5(20) = 10 unidades del pedodo 1 se
pueden usar para cumplir con la demanda del periodo 1,
x, = 20 no seria factible. Intente pensar en ua lipo de restric-
cion que asegure que lo que esta en existencia para camplir la
demanda de cada periodo es por lo menos igual a la demao-
da del periodo.)

Grupo B

3 James Beerd homea pasteles de queso y pasteles de la
Selva Negra. Durante cualquier mes puede homear cuando
mucho 65 pasteles. Los costos por pastel y la demanda de

pasieles, la cual se debe cumplir a tiempo, sc: proporcionan:

en la tabla 33. Cuesta 50 ceptavos conservar un pastel de que-
s0 y 40 centavos conservar un pastel de la Selva Negra en in-
ventario por un mes. Plantee un PL para minimizar. el costo
total por cumplir la demanda de los tres meses siguientes.

4  Una compaiiia wanufacturcra produce dos tipos.de pro-
ductos: A y B. La compaiiia esta de acuerdo en entregar los

productos segin el calendario de Ia tabla 34, La compaiiia.

TABLA 34

Fecha K B
31 de marzo 5000 2000
30 de abril 8000 4000

TABLA 35

heras de produsto

dispanibfes .
Mes Litea 1 linea 2
Marzo 800 2000
Abril 400 1200

TABLA 36

Tasa de- prodeccifn

Producta - Linea 1. - Linea 2
A 0.15 0.16
B 0.12 0.14

ticne dos lineas de ensamble, la 1 y 1a 2 con las horas de pro-
duccion disponibles mostradas en Ia tabla 35. La produccion
en cada linea de ensamble y combinacién de productos, en
1érminos de horas por producto, estan en la tabla 36. Tonta
0.45 h fabricar una unidad del producto A en la linea |, ¥
asi sucesivamente, Producir cualquier producto cuesla 5 do-
lages por hora de tiempo de linca. El costo por mes de 1le-
var ¢l inventario de cada producto es 20 centavos per unidad
{cargado en el invendario al finalizar cada mes). En la actua-
lidad hay 500 unidades de A y 750 de B en inventario. A la
gerencia le gustaria tener en inventario al final de abril por
lo menos 1 000 unidades de cada producto. Plantee un PL
para determinar el programa de produccion que minimice el
total de los coslos por cuplir con la demanda a tiempo.

5 Durante los dos meses siguientes, General Cars debe
cwuplir (a liempo) con las siguientes demandas de camio-
nes y automdviles: mes 1, 400 camniones, 800 automoviles;
mes 2, 300 camiones, 300 automdviles. Durante cada mes, se
fabrican cuando mucho 1000 vehiculos. Para cada camion
se utilizan 2 toneladas de acero y cada automovil requiere 1
tonelada del mismo material. En el mes 1, la tonelada de ace-
ro cuesta 400 dolares; durante el mes 2, la tonelada cuesta
600 doélares. Cuando mucho se¢ pueden comprar cada mes

TABLA 33

B Mesi CMes2 . Mesd
Pfﬂﬂ“d@' ug'm‘antjé" Costofpastel (délares). Demanda. @us]ufﬁé_sl,elz[dﬁlares)_; 'ﬂemanda;'[':p's'lh{na,s_le!;(dﬁlares]
Pastel de queso 40 3.00 30 3.40 20 3.80
Selva Negra 20 2.50 30 2.80 10 3.40

104 gariture 3 Inlroduccitn 2 1a programacion lineal



1 500 toncladas de acero (solo se pucde usar el acero duran-
te ¢l mes en que se compré. Al principio del mes hay en el
inventario 1 100 camiones y 200 automovites. Al final de ca-
da mes se impone un costo por guardar los vehiculos de 150
délares por unidad. Cada automavil da 20 millas por galdn,

cada camién, 10 miilas por gatén. Durante cada mes, los
vehiculos que produce la compaiiia deben promediar por o
menos 16 millas por galén. Plantee un PL para cumplir con
ta demanda y las millas al minimo cosio {sin olvidar los cos-
tos det acero y los costos por guardar los vehiculos).

g Gandhi Clothing Company fabrica camisetas y pantalo-
nes. Cada camiseta requicre 2 yardas cuadradas de tela, y ca-
da pantaion, 3. Durante los dos meses siguientes se debe
cumplir (justo a tiempo) con la demanda de camisetas y pan-
talones, que es la siguiente: mes |, 10 carisetas, 15 pantalo-
nes; mes 2, 12 camisetas, 14 pantalones. Durante cada mes
se dispone de los recursos siguientes: mes i, 90 yardas cua-
dradas de tela; mes 2, 60 yardas cuadradas. (La tela que hay
en existencia durante el mes 1 se podria usar en el mes 2, si
no se wliliza en el mes 1.)

Durante cada mes cuesta 4 délares elaborar un articulo de
vestir en el horario regular de trabajo, y 8 dolares si se utiliza
¢l tiempo exira. Cada mes se podria producir cuande mucho
un total de 25 prendas de vestir en el horario regular de traba-
jo, y una cantidad ilimitada de articulos si se aplica el tiempo
extra. Al final de cada mes, se fija un costo por conservar los
articulos de 3 délares por unidad. Formule un PL mediante la
cual se cumplan las demandas para los dos meses siguientes
(a tiempo) con el costo minimo. Suponga que al inicio del
mes 1, hay en existencia una camiseta y 2 pantalones.

7 Paynothing Shoes tiene cada afio una demanda {(que sc
debe entregar a tiempo) de pares de zapatos segiin la tabla
37. Los empleados trabajan tres trimestres consecutivos y
luego descansan uno. Por ejemplo, un empleado podria tra-
bajar durante los trimestres 3 y 4 de un aiio y el trimestre 1
del siguiente afio. Durante un trimestre en el cuat el emplea-
do trabaja, éste tiene que producir hasta 50 pares de zapatos,
Cada empleado recibe un pago de 500 dolares por el trimes-
tre, Al final de cada trimestre, se fija un costo por conservar
los zapatos de SO délares por cada par. Formule un PL que
se pueda utilizar para minimizar los costos por ailo {mano de
obra + costo por guardar los zapatos) por cumplir con las de-
mandas de zapatos. Con el fin de simplificar, suponga que al

TaBLA 37

Trimestre 1 Trimestre 3 Trimestre 4

600 300 800 100

- Trimestre.2

final de cada afio, el inventario final es cero. (Sugerencia: Se
permite suponer que un empleado dado fomara de descanso
el mismo frimesire cada ano.)

8 Una compaiiia debe cumplir (justo a tiempo} con la de-
manda siguiente: trimestre 1, 30 unidades; trimestre 2, 20
unidades; trimestre 3, 40 unidades. Se pueden producir cada
trimestre hasta 27 unidades con trabajo en el horario regular,
a un costo de 40 dolares por unidad. Durante cada trimestre
es posible fabricar una cantidad ilimitada de unidades si s¢
usa liempo exira, a un costo de 60 dolares por mes. De todas
las unidades producidas, 20% es defectuosa y no se pueden
usar para cumplir con la demanda. Por otro jado, al final de
cada irimestre, se dafia 10% de las unidades en existencia y
tampoco se pueden usar para cumplir alguna demanda fuiu-
ta. Después de que se cumple con la demanda de cada tri-
mestre y se explica el dafio, se fija un costo por unidad de 15
dolares contra el inventario al finalizar el trimestre. Plantee
un PL que se pueda utilizar para minimizar el costo total por
cumplir con la demanda en los tres trimestres siguientes. Su-
ponga que hay en existencia 20 unidades ntiles, al principio
del trimestre 1.

9 Donovan Enterprises fabrica licuadoras. Durante los cua-
tro trimestres siguientes se tiene que cumplir (a tiempo) con
la siguiente demanda de licuadoras: trimestre 1, 4 000; tri-
mestre 2, 2000; trimesire 3, 3000; trimestre 4, 10000. Cada
empleado de Donovan (rabaja fres trimestres del afio y tiene
un {rimestre Tibre. Por consiguiente, un empleado podria tra-
bajar durante los trimestres 1, 2 y 4, y tener libre el trimes-
tre 3. Cada empleado recibe un salario de 30000 ddlares al
afio, y (si trabaja) produce hasta 500 licuadoras en un frimes-
tre. Al final de cada trimestre, Donovan incurre en un costo
por guardar los articulos de 30 dotares por unidad sobre ca-
da licuadora en inventario. Plantec un PL para ayudar a Do-
novan a minimizar los costos (mano de obra ¢ inventario) en
el cumplimiento (a tiempo) de la demanda del aiio proximo.
Hay en existencia 600 licuadoras a principios del trimestre 1.

3.11

Modelos financieros para periodos miltiples

Mediante el siguiente ejemplo se ilustra como la programacién lincal se puede aplicar pa-
ra modelar problemas de administracion de efectivo en varios periodos. La clave es deter-
minar las relaciones del efectivo disponible durante periodos distintos.

EJEMPLO 15 i Inversi

6n en varios periodos de Finco =~ ="

Finco Investment Corporation debe establecer 1a estrategia de inversiones para la compa-
fita durante los siguientes tres afios. En la actualidad (tiempo 0), hay 100 000 dolares dis-
ponibles para invertir en A, B, C, D y E. El flujo de efectivo relacionado con la inversion
de 1 délar en cada opcidén se da en la tabla 38.

Por ejemplo, un dolar invertido en la opcién B, requicre una salida de efectivo en el
tiempo 1, y da un rendimicnto de 50 centavos en el tiempo 2 y un déjar en el tiempo 3. Pa-
ra estar segura de que las opciones de inversion de la compaiiia son diversificadas, Finco
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Solucion

TABLA 38

Flujo de efeclive (d8lares) en el tigmpo*

] 1 2 3
A —1 +0.50 +1 0
B 0 =1 +0.50 -1
C - +1.2 0 {3
D —1 0 {} +1.9
B 0 0 -1 +1.5
*Nota: Tiempo () = presente, tempo § = | un afo a parlir

de ahora; tlempo 2 = 2 aiios a partir de ahora: tieeape 3 =
3 afos a pattir de abora.

requiere que se asignen cuando mucho 75000 ddlares a cualquier imversion. Ademas de
las inversiones A a E, Finco puede ganar tntereses de 8% al afio por mantener el efectivo
sin inverlir en fondos del mercado de valores. El rendimiiento de las inversiones se puede
volver a invertir en forma inmediata. Por ejemplo, el flujo de efectivo positivo recibido de
la inversion C en el tiempo 1 podria ser reinvertido inmediatamente en ta opcion B. Finco
no puede pedir fondos prestados, asi que el efectivo disponible para inversion en cualquier
tiempo estd limitado al efectivo disponible. Plantee un PL que mmaximizara el efectivo dis-
ponible en el tiempo 3.

Finco debe decidir cuanto dinero debe ser asignado a cada inversion (sin olvidar los fondos
del mercado de valores). Por consiguiente, se definen las variables de decision siguicenles:

A = dolares invertidos en la opcién A
B = ddlares invertidos en la opcion B
C = ddlares invertidos en la opcion C
D = dolares inverlidos en la opcion D
E = ddlares invertidos en la opcion
S; = dolares inverlidos en fondos del mercado de valores ¢ (t=10,1,2)

Finco desea maximizar el efectivo disponible en el tiempo 3. En el tiempo 3, el efectivo
disponible de Finco serd la suma de todo el efectivo que entra en el tiempo 3. A partir de
la descripcion de las inversiones A a E, y el hecho de que desde el tiempo 2 al tiempo 3,
S, se incrementari a 1.085,,

Efectivo disponible en el tiempo = B -+ 1.9D + 1.5F + 1.085,
Por consiguiente, la funcion objetivo de Finco es
max z =0 + 1.9D + [.5E + 1.085, (62)

En los modelos financieros de varios periodos, se usa por lo regular el tipo siguiente de
restricciones para relacionar las variables de decision de periodos distinios:

Efectivo disponible en el tiempo ¢ = efective invertido en el tiempo ¢
+ efectivo sin invertir ¢n ¢l tiempo ¢ que se traspasa al tiempo 1 + 1
Si se clasificaran los fondos del mercado de valores como inversiones, se observa que
Efectivo disponible en el tiempo r = efectivo invertido en el tiempo ¢ (63)

Como las inversiones A, C, D y S, estan disponibles cn el tiempo 0, y 100000 dolares
cslan disponibles en el tiempo 0, (63) se vuelve en el tiempo 0

100000 = A+ C+ D+ 5, {64)

Ln el tiempo 1, esta disponible 1, 0.54 + 1.2C + 1,085, para ser invertido, y las opcio-
nes B y 5] estan disponibles. Entonces, para f = 1, (63) se convierte en
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0.54 + 1.2C + 1.085, = B + &, (65

En el tiempo 2, esta disponible para ser invertida la cantidad dc A + 0.58 + 1.085), y e
tan disponibies las opciones E y .S, Por lo tanto, para 7 = 2, (63) se reduce a

A+ 058+ 1088, = E+ 5 (66)

No hay que olvidar que cuande mucho se pueden invertir 75 000 dolares ¢n cualquiera de
las opciones A a E. Para poner atencion cn esto, s¢ suman las restricciones siguientes

A = 75000 (57
B = 75000 (68
C = 75000 (69)
D = 75000 (70)
E = 75000 (71}

Cuando se combinan (62) y (64) a (71) con las restricciones de signo (todas las variables
> 0) se obtiene el PL siguiente:
maxz = B + 1.9D + 1,5E + 1.08S5;
5. A+ C+ D+ 8= 100000
0.54 + 1.2C + 1.085, = B + 5,
A+ 058+ 1085, =E+ S5,
A =175000
B = 75000
C = 175000
D = 75000
E = 75000
A, B, C D, E, S80,5,85=0

Y, entonces, la solucién optima es z = 218500, A = 60000, B = 30000, D = 40000, £
= 75000, C = Sy = ) = 8, = 0. Finco no debe invertir en fondos del mercado de valo-
res. En el ticmpo 0, Finco debe invertir 60 000 délares en A y 40000 en D. Luego, en el
tiempo 1, la entrada de efectivo de 30000 dolares de A se debe invertir en B. Por altimo,
en ¢l tiempo 2, la entrada de efectivo de 60000 dolares de A y la entrada de efectivo de
15000 délares de B se deben invertir en E. En el tiempo 3, los 160 000 délares de Finco
habran aumentado a 218 500 dolares.

Usted se podra preguntar cOmo este planteamiento asegura que Finco nunca invierte
mis dinero en cualquier tiempo que el que la compaiiia tienc disponible. Lo anterior lo ase-
gura el hecho de que cada variable S; debe ser no negativa. Por ejemplo, Sy = 0 es equiva-
lente a 100000 — 4 — € — D = 0, lo cual asegura que cuando mucho 100000 dolares
se invertiran en el tiempo 0.

Aplicacién en la vida cotidiana

Uso de 1a PL para optimizar las opciones de inversion en bonos

Muchas empresas de Wall Street compran y venden bonos. Rohn (1987) analiza un mode-
lo de seleccién de bonos que maximiza la utilidad de las compras y ventas de bonos su-
jetas a restricciones que minimizan la exposicién de la firma al riesgo. Una version
simplificada de este modelo se encuentra ¢n el problema 4.
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Un asesor de Finco afirma que el efeclivo disponible de
Finco en el tiempo 3 es {a suma de las entradas de efectivo
provenienles de todas las inversiones, y no solo de ias inver-
siones que generan enfrada de efectivo en el tiempo 3. Por
consiguiente, el asesor afirma que la funcién objetivo debe ser

maxz = 154 + 158 + 1.2C + 190 + 158
+ LOBS, + 1085, + 1.085,
Expligue por qué el asesor no esti en lo correcto.

2 Demuestre que a funcién objetivo de Finco se podria es-
cribir también como

max z = 100000 + 054 + 0.58 + 0.2C + 090D + 0.5E
+ 0.085, + 0.085, - 0.085;

3 Hay 10000 ddlares en el tiempo 0. Estan las opciones de
inversion A y I3; sus flujos de efectivo s¢ proporcionan en fa
tabla 39. Suponga que sdio ¢l dinero invertido en A o en B
gana interés. Plantee un PL que maximice el efectivo dispo-
nible en el tiempo 3. ;Puede adivinar la solucion éptima de
esle probtema?

Grupo B

41 El corredor Steve Jolinson trata en Ia actualidad de ma-
ximizar sus utilidades en el mercado de bonos. Estan dispe-
nibles cuatro bonos para compra y venta, con el precio de
ofetta (o de compra) y el precio inicial (o de venta) de cada
bono que se muestra en la labla 40. Steve puede comprar
hasta 1 000 unidades de cada bono al precio de venta, o ven-
der hasta 1 009 unidades de cada bono al precio de compra.
Durante cada uno de los siguientes tres aiios, la persona que
vende un bono pagard al dueiio del bono el pago en efecti-
vo que se da en la tabla 41.

[.a mela de Steve es maximizar sus ingresos a paclir de la
venta de bonos menos el pago por la compra de bonos, con
la restriccion de que después de que se reciben los pagos de
cada aiio, su estado de caja {debido sdlo a pagos en efectivo

TABLA 39

om0 A o @
I $0.2 _$1
2 $I.5 %0
; $0 $1.0

TABLA 40

Bono - Precio de compra - Precio de

venla
1 980 990
2 979 985
3 960 972
4 240 054

fBasado en Rohn (1987).

TABLA 41

fiio Bong 1 Bona 2 Bons 3 Bona 4
{ 10 30 T4 G
2 110 G0 &0 58
3 | 100 [ 120 PO 10

TABLA 42

fes Hujo de efeclivo Mes Flujo de efectiva
Enerc -~ 12 Juiio —7
Febrero —10 Agosto =2
Marzo -8 Septiembre 15
Abril =10 Octubre 12
Mayo —4 Noviembre ~1
Junio 5 Diciembre 45

provenietites de bonos y no a compras o ventas de bonos) es
1o negative. Suponga que los pagos cn cfectivo son descon-
tados, con un pago de un délar un aiie a partir de ahora sien-
do equivalente a un pago de 90 centavos de ahora, Plantee un
PL para maximizar {as utilidades netas por la compra y venta
de bonos, sujeto a las restricciones de arbitraje ya descritas.
&Por qué cree que limitamos ¢l ndimero de unidades de cada
bono que puede ser comprada o vendida?

5 Una pequeila fienda de jupuetes, Toyco, proyecta los flu-
Jos de efectivo mensuales (en miles de ddlares) durante ¢l
aiio 2003 en la 1abla 42. Un {lyjo de efectivo negalivo signi-
fica que la salida de efeclivo sobrepasa la entrada de cfectivo
al negocio. Para pagar sus cuentas, Toyco necesitara pedir in
préstamo de dinero a principio de aiio. Hay dos mancra para
pedir el préstamo:

a  Tomar uit préstamo de largo plazo a un afio; los inte-
teses de 1% se cargan cada mes, y el préstamo se debe
pagar a fines de diciembre.

I Cada mes se pide el préstamo a corto plazo a una li-
nea de crédito bancaria; se carga una tasa de interés de
1.5% v todos los préstamos a corlo plazo se deben liqui-
dar a finales de diciembre.

Al finalizar cada mes, e efectivo excedente gana 0.4% de
inferés. Formule una PL cuya solucion ayude a Toyco a ma-
ximizar su cstado de caja al empezar enero de 2004.

G Considere el problema 5 con las signientes modificacio-
nes: Toyco puede dejar de pagar cada mes una parte o lodo
el electivo que se debe en el presente mes. A esto se le llama
“aplazamiento de los pagos”. Los pagos se pueden atrasar
sOlo por un mes, v se carga un 1% de penalizacion sobre fa
cantidad aplazada. Por lo tanto, si se aplazan los pagos so-
bre un efectivo de 10000 délares que se debian en enero, en-
tonces se deben pagar 10000(1.01} = 10100 en febrero.
Con esta modificacion, plantee una PL que ayude a Toyco a
maximizar su efectivo disponible al primero de enero de
2004,
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7 Suponga que pidié un préstamo de 1000 dolares al 12%
de interés anual a pagar cn 60 mensualidades, Suponga ade-
mis que se hacen pagos iguales al finalizar el mes 1, el mes
2, . ..clmes 60. Sabemos que al introducir en Excel ja
funcion

= PAGO (.01, 60, i,000)
daria el pago por mes (22.24 délares).

[s ilustrativo usar la PL para determinar los pagos men-
suales. Sea p el pago mensual (incognita). Cada mes se deben
0.01 » (saldo insoluto) de interés. El resto del pago mensual
se uiliza para reducir el saldo insoluto. Por ejemplo, suponga
que se pagan 10 dolares cada mes, Al principio del mes, ¢l
saldo insoluto es 1 000 délares. Del pago del mes 1, 19 dola-
res se van a los infereses ¥ 20 délares a liquidar el saldo inso-
Juto. Entonces s¢ empezaria ¢l mes 2 con un saldo insoluto de
080 délares. La estrategia es usar PL para determinar el pago
mensual que liquidara el préstamo al final del mes 60.

8 Usted es un analista financiero. Madonna acudi6 a usted
porque necesita que la ayuden a liquidar sus cuentas de tar-
jeta de crédito. Fila debe a sus tarjetas de crédito las canti-
dades que se indican en la tabla 43. Madonna desea asignar
hasta 5000 por mes para liquidar estas tatjetas de crédito.
Todas las tarjefas sc deben liquidar en 36 meses. El objeti-
vo de Madonna es minimizar el total de todos sus pagos. Pa-
ra resolver estc problema, usted debe entender como influ-
yen los intereses sobre tn préstamo. Para ilustrarlo, suponga
que Madonna paga 5000 délares en Saks durante el mes 1.
Entonces, su saldo cn Saks al principio del mes 2 es

20000 — (5000 — .005(20 000))

Esto es asi porque Madonna incurri6 en cargos por interescs
de 0.005(20000) durante el mes 1 sobre su tatjeta de Saks.
jAylidele a Madonna a resolver su problemal

9 Winstonco planca invertir en tres proyectos. Si s¢ invier-
te todo en un proyecto, los flujos de efectivo realizados (en
miltones de délares) serén los que se presentan en la tabla
44. Por cjemplo, el proyecto 1 requiere salida de efectivo de
3 millones hoy y rendimientos de 5.5 millones de délares en

TABLA 43

Tarjefa Satdo (délares) Tasa mensual (%)
La de Saks de la 5a Av. 20000 5
La de Blommingdale 50000 i
La de Macys 40000 1.5
TABLA 44
Flujo de efectivo -

Tiempo (afios) Proyecto 1 Proyeclo 2 Proyecto 3
0 -3 -2 —2

) —1 —{.5 -2
i +1.8 1.5 —-1.8
£.5 1.4 1.5 1
2 1.8 1.5 1
2.5 1.8 0.2 I
3 5.5 -1 6

3 afios a partir de hoy. Ahora hay 2 miliones de ddlares en
efectivo, Bn cada punto de tiempo (0, 0.5, 1, 1.5, 2y 2.5
afios a partir de hoy) se podria, si asi se quisicra, pedir un
préstamo hasta de 2 millones de dblares a 3.5% de interés
(por 6 meses). Bl efectivo sobrante gana 3% (por 6 meses)
de interés. Por ejemplo, si después de pedir el préstamo y de
invertir en el tiempo 0 hay 1 miltén de dolares se podrian
recibir 30 000 de intereses en cf tiempo 0.5 del afio. El obje-
tivo de Winstonco ¢s maximizar el efectivo disponible
después del estado de cuenta de flujos de efectivo en el tiem-
po 3. ¢Qué estrategia de inversion y de préstamos se debe
usar? Recuerde que sc puede invertir en una fraccion de un
proyecto. Por ejemplo, si sc invierte en 0.5 del proyecto 3,
entonces hay salidas de efectivo de | millén de dolares en
el tiempo 0 y 0.5.

3.12 Programacidn del trabajo en varios periodos

En la seccion 3.5 se explicé que la PL se podria aplicar para elaborar los horarios de em-
pleados en un entorno estatico donde la demanda no cambia con el tiempo. E! ejemplo si-
guiente (una versién modificada de un problema tomado de Wagner [1975]) ilustra como
la PL se usa para calendarizar la capacitacién de los empleados cuando una compafiia se
enfrenta a una demanda que cambia con el tiempo.

TEJEMPLO 16

.- Horarios de trabajo en varios periodos

CSL es una cadena de tiendas de servicio para computadoras. La cantidad de horas de
tiempo de reparacion calificada que CSL requicre durante los cinco meses siguientes €s co-

mo sigue:

Mes | (cnero): 6 000 h
Mes 2 (febrero): 7 000 h
Mes 3 (marzo): 8 000 h
Mes 4 (abril): 9 500 h
Mes 5 (mayo): 11 000 h
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Solucidén

A principios de enero, 50 técnicos calificados trabajan para CS1., Cada técenico calificado
puede trabajar hasta 160 h por mes. Para cumplir con las demandas en el futuro, es nece-
sarto capacitar a nuevos técnicos. Toma un mes capacitar un nuevo (écnico. Durante el mes
de capacitacion, un téenico experimentado debe supervisar al aprendiz durante 50 horas.
Cada téenico experimentado gana 2000 dolares al mes (inciuso si no trabaja las 160 horas
completas). Ademas, durante el mes de entrenamiento, el aprendiz recibe 1 000 dolares. Al
final de cada mes, 5% de los tecnicos experimentados de CSL abandonan el trabajo para
unirse a Plum Computers. Formule un PL con cuya solucion CSL pueda minimizar el cos-
to de mano de obra en el que ncurre para cumplir con el servicio de reparacion en los cin-
€O mesces siguientes.

CSL. debe determinar [a cantidad de téenicos que deben ser capacitados durante el mes ¢
(r=1,2,3,4,5). Por lo tanto, se define

x, = cantidad de técnicos capacitados durante un mes / (r=1,2,3,4,5)

CSL desea minimizar ¢l costo total de la mano de obra durante los cinco meses siguien-
tes. Obsérvese que

Costo total de mano de obra = coslo por pagar a los aprendices + costo por pagar a
los técnicos experimentados

Para expresar el costo por pagar a los técnicos experimentados es necesario definir para
(=12,3,4,5,

», = canlidad de técnicos experimentados al inicio del mes ¢
Entonces

Costo total de mano de obra = (1000x, + 1000x; + 1000xy + 1000x, + 1000xs)
+ (2000y, + 2000y, + 2000y; + 2000y, + 2000ys)

Por lo tanto, la funcion objetivo de CSL es

minz = 1000x; + 1000x, + 1000x; + 1000x, + [000x;
+ 2000y, + 2000y, + 2000y, + 2000y, + 2000ys

;Cudles son las restricciones de CSL? Notese que vy = 50, yque paratr = 1, 2, 3, 4, 5,
CSL debe tener la certeza de que

Niunero de horas-técnicos disponibles durante ¢l mes ¢

= nimero de horas-técnico requeridas durante el mes ¢ (72)

Como cada aprendiz requiere 5¢ h de tiempo por parte de tcnicos experimentados, y ca-
da técnico experimeniado estd disponible 160 b al mes,

Numero de horas-técnico disponibles durante el mes ¢ = 160y, — 50x,

Entonces (72) genera las cinco limitacioues siguientes:

160y, — 50x;, = 60600 ( restriccion del mes 1)
160y, — 50x, = 7000 ( restriccidn del mes 2)
160y, - 50x; = 8000 { restriccion del mes 3)
160y, — 50x4 = 9500 { restriccion del mes 4)

160ys — 50x5 = 11000 { restriccion del mes 5)

Aligual que en los otros plantcamicntos de varios periodos, se necesitan restricciones que
relacionen las variables de los diferentes periodos. En el problema de CSL, es imporiante
darse cuenta de que la cantidad de técaicos disponibles al principio de cualquier mes esta
determinada por el nimero de técnicos experimentados disponibles durante el mes ante-
rior y la cantidad de técnicos entrenados duranie el mes anterior:
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Téenicos experimentados Técnicos experimentados
. . L = . : ST : (713)
disponibles ai principio def mes ¢ disponibles al principio del mes (1 — 1)
+ técnicos entrenados durante el mes (1 — 1)
— técnicos experimentados que abandonan ¢l
trabajo durante ¢l mes (1 — 1)
Por cjemplo, para febrero, (73) es igual a

¥y =y +x1 — 0.05y, o bicn ¥ = 095y, + 1y

De igual manera, para marzo con (73) se tiene
vy = 095w, + x;
y para abril
vy = 095y + x5
y para mayo
ps = 095y, + x4
Al aiiadir las restricciones de signox, = 0yy, =0 (f = 1,2,3,4,5),se obtiene el PL si-
guiente:
min z = 1000x; + 1000x, + 1000x; -+ 1000x4 + 1000xs
+ 2000y, + 2000y, + 2000y; + 2000y, + 2000ys
s.a 160y, — 50x, = 6000 y1 =50
160y, — 50x, = 7000 0959 + xy =
160y; — 50x3 = 8000 0.95y; + x2 =
160y, — 50x, = 9500 0.95p; + x3 =¥
160ys — 50xs5 = 11000 0.95p4 + x4 =5
Xpy =0 (t=1,2,3,4,5)

La solucién dptima es z = 593,777, x, = 0, x, = 8.45; x3 = 11.45; x4 = 9.52; x5 = 0 3y
= 50; y, = 47.5; y3 = 53.58; yq = 6234 y ys = 68.75.

En realidad, las y, deben ser enteros, por lo que es dificil de interpretar la solucién. El
problema con este planteamiento es que suponer que exactamente 5% de los empleados de-
jan el trabajo cada mes ocasiona que la cantidad de empleados cambie desde un nimero en-
tero durante un mes a una cantidad fraccionaria el mes siguiente. Quisicramos suponer que
la cantidad de empleados que dejan el trabajo cada mes es ¢l entero més cercano a 5%
de la fuerza de trabajo total, pera entonces jno se tiene un problema de programacion lineal!

PROBLEMAS

Grupo A

1 Siy, = 38, entonces joudl serfa la solucion Sptima pa-
ra el problema de CSL?

2 Una compaiifa de seguros opina que se necesitaran las
cantidades siguientes de computadoras personales durante
los proximos seis meses: enero, %; febrero, 5; marzo, 7;
abril, 9; mayo, 10; junio, 5. Es posible rentar las computa-
doras por periodos de uno, dos o tres meses a las siguientes
tarifas unitarias: tarifa por un mes, 200 délares; tarifa por
dos meses, 350 délares; tarifa por tres meses, 450 dolares.
Plantee un PL que se pueda utilizar para minimizar el costo
por ta renta del equipo necesario. Podria suponerse que si se

renta una miquina por un periodo que se prolonga después
de junio, el costo de la renta se prorratea. Por ejemplo, si se
renta una computadora por tres meses al principio de mayo,
entonces la tarifa de la renta de §{450) = 300, no 450
dolares, debe establecerse en la funcién objetivo.

3 El Servicio Interno de Ingresos ha determinado que
durante cada uno de los 12 meses siguientes se requerira la
cantidad de supercomputadoras que s seiala en la tabla 45.
Para cumplir con estas condiciones, esta institucion renta su-
percomputadoras por un periodo de uno, dos vy tres meses.
Cuesta 100 délares rentar una supercomputadora por un mes,
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TABLA 45

hes Gentidad de computadoras
i 800
2 1000
3 600
4 500
45 1200
0 400
7 800
8 600
9 460
10 500
11 800
12 600

180 dolares por dos meses y 250 délares por tres meses. Al
empezar el mes | esta inslitucion no liene supercomputado-
tas. Determine el plan de renta que cumpla con las condicio-
nes de los 12 meses siguientes a un costo minimo. Nofa:
Usted podria suponer que las rentas fraccionarias son adecua-
das, asi que si Ja solucidn sefiala que se deben rentar 140.6
compultadoras por un mes, vsted pucde redondear este valor
(a 141 o 140) sin tener mucho efecto en ¢l costo folal.

Grupo B

4  Usted es propietario de una bodega de trigo de 20000
bushels de capacidad. Al empezar el mes 1, usted tiene 6 000

TABLA 4G

Mes Precio de venta (§) Precio de compra (3)
I 3 8
2 & 3
3 7 2
4 I 3
5 4 4
6 5 3
7 5 3
8 1 2
9 3 5
10 2 )

bushels de trigo. El trigo se puede vender y comprar cada
mes al precio por cada 100 bushels que se da en la tabla 46.
La sucesion de eventos durante cada mes es como sigue:
a Usted mantiene la existencia inicial de trigo.
I Puede vender alguna cantidad de trigo hasta su exis-
tencia inicial al precio de venta del mes actual.
¢ Puede comprar (al precio de compra del mes actual)
tanto lrigo como usted quiera, sdlo sujeto a la limitacion
de las dimensiones de {a bodega.
Su objetivo es plantear un PL que se pueda utitizar para de-
terminar coémo maximizar la wlilidad ganada en los diez me-
ses siguientes.

RESUMEN

Definiciones de programacion lineal

Un problema de programacion lineal (PL) consta de tres partes

1 Una funcion lincal (Ia funcién objefivo) dc variables de decision (por ejemplo, x,,
Xy, . . ., X,) que se puede maximizar o minimizar.

2 Un conjunto de restricciones {cada una de las cuales debe ser una igualdad lineal o de-
sigualdad lineal) que limita los valores que podrian asumir las variables de decision.

3 Las resfricciones de signo, las cuales especifican para cada variable de decision x; (1)
que la variable x; tiene que ser no negativa, x; = 0 o bien, (2) que la variable x; podria ser
positiva, cero o negativa, x; no tiene resfricciones de signo (nrs),

El coeficiente de una variable en la funcion objetivo es ¢l coeficiente de la funcion obje-
tivo de la varable, Ll coeficiente de una variable en una restriccion €s un coeficiente tecno-
légico. El lado derecho de cada restriccion se denomina segundo miembro de la restriccion.

Un punto es simplemente una especificacioén de los valores de cada variable de decision.
La region factible de una PL consta de todos los puntos que satisfacen las restricciones del
PL y las restricciones de signo. Cualquier puitto en la region factible que ticne el valor z mas
grande de todos los puntos de la regién factible (para un problema de maximizacion) es una
sobucién dptima para el PL. Un PL podria no tener solucién optima, tener una solucion op-
tima o una cantidad infinita de soluciones optimas.
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Una restriccion cn un PL es activa si ¢l primer micmbro y el segundo miembro son 1gua-
ies cuando los valores de las variables en la solucién 6ptima se sustituyen en la restriccion.

Solucién grafica de problemas de programacion lineal

La regién factible para cualquier PL es un conjunto convexo. Si un PL tiene una solucion
piima hay un punio extremo (o vértice) de la region factible que es una solucion optima
para el PL.

Se puede resolver un PL por medio del método grafico (problemas de maximizacion)
con dos variables de decisién como se indica:

Paso 1 Se grafica la region factible.

Paso 2 Sc traza una recta de isoutilidades.
Paso 3 Se desplaza uno en forma paralela a la recta de isoutilidades en {a direccion en

que se incrementa z. El iltimo punto en la regién factible que tiene contacto con la recta
de isoutilidades es una solucion optima de la PL.

Soluciones de PL: cuatro casos

Cuando se resuelve un P se presenta uno de los siguientes cualro casos:

Caso 1 Bl PL tiene una solucion tnica.

Caso 2 ELPL tiene inds de una solucién éptima (en realidad, una cantidad infinita). Es el
caso de las soluciones éptimas alternas, Este caso-se identifica en forma grafica cuando la
recta de isoutilidades coincide con un segmento de recta completo antes de abandonar la re-
gion factible,

Caso 3 El PL es no factible (no ticne solucion factible). Esto quiere decir que la region
factible no contiene puntos.

Cass 4 El PL es no acotada. Esto significa {en un problema de maximizacion) que hay
puntos con valores de z arbitrariamente grandes en la region factible. Este caso se identi-
fica mediante el método grafico por el hecho de que al desplazarse en forma paralela a una
recta de isoganancias en fa direccion en que se incrementa z nunca se pierde el contacto
con la region factible de la PL.

Planteamiento de los PL

El paso més importante al plantear la mayoria de los PL ¢s determinar las variables de
decisién en forma correcta.

En cualquier restriccion, los términos deben tener las mismas unidades. Por ejemplo,
un término no puede tener las unidades “libras de materia prima” mientras que otro tiene
las unidades “onzas de materia prima”.

PROBLEMAS DE REPASO

Grupo A

1 Bloomington Breweries produce cerveza y afe. La cer-
veza se vende a 5 délares ¢l barril y la ale a 2 délares el ba-
rril. La produccion de un barril de cerveza requiere 5 1b de
maiz y 2 Ib de lipulo. Para elaborar un barril de ale se ne-

cesitan 2 1b de maiz y 1 1b de lapulo. Se dispone de 60 li-

bras de maiz y 25 1b de lipulo. Plantee un PL que se pueda
utilizar para maximizar los ingresos. Resueiva el PL en for-
ma grafica.

2 El granjero Jones hornea dos tipos de pasteles (chocota-
te y vainilla) para complementar sus ingresos. Los pasteles
de chocolate se pucden vender en | délar cada uno, y los de
vainilla a 50 ceniavos cada uno. Para elaborar un pastel
de chocolate se requieren 20 min de horncado y 4 huevos.
Cada pastel de vainilla requiere 40 min de horneado y solo
un huevo. Se dispone de 8 h de tiempo de horneado y de 30
huevos. Plantee un PL que maximice el ingreso del granje-
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ro lones y, luega, resuclva ¢l PL mediante el método grifi-
0. (Una cantidad fraccionaria de pastel cs aceplable.)

3 Tengo 100 dolares. Se puede inverlir en las opeiones §i-
puicnics en [os tres anos Proximos.

Inversion A Cada dolar invertido ahora rinde 0.10 de dolar
dentro de un afo a partir de hoy v 1.30 tres afios después de
este momento.

Inversign B Cada détar invertido ahora rinde (.20 de dolar
dentro de un afio a partir de hoy v 1.10 dos aiios a partir de
ahora.

fnversian ¢ Cada délar invertido durante un afio a partir de
ahora rinde 1.50 dolares dentro de tres afios a partir de ahora.

£! efectivo que no se invierte s¢ puede asignar a os fondos del
mercado de valores durante cada aiio, en donde rinde 6% de
intereses por aiio. Se pueden colocar cuando mucho 50 dola-
res en cada inversion A, B y C. Plantee un PL que maxinice
mi efectivo disponible deniro de tres afios a partir de ahora.

4 Sunco procesa crudo para oblener combustible para avio-
nes y aceite combustible. Cuesta 40 dolares la compra de ca-
da 1 000 barriles de crudo, el cual es destilado y rinde 500 ba-
rriles de combustible para aviones y 500 barriles de aceite
combustible. B! producto de la destilacidn se podria vender
directamente o procesar en ¢l desintegrador catalitico, Si el
combustible para aviones se vende después de la destilacion
sl ningiin otro proceso, su precio es de 60 dolares por cada
1000 barriles, v et de! aceite combustible es de 40 dolaves por
cada mil barriles. Se requierc una hova para procesar 1 000 ba-
rrles de combustible para aviones en el desintegrador catali-
tico, y estos 1000 barriles se pueden vender en 130 dolares.
Procesar 1 000 batriles de aceite combustible requiere 45 min
en el desintegrador; estos barriles se pueden vender en 90 do-
fares. Se pueden comprar a diario cuando mucho 20000 ba-
triles de crudo y se dispone de 8 h. de desintegrador cataliti-
co. Plantee un PL para maximizar la utilidad de Sunco.

5 Finco tiene las inversiones siguienies como opciones:

Inversion A Por cada dolar invertido en el tiempo 0 se reci-
ben 0.10 de dblar en el tiempo 1 y [.30 dolares en el tiempo
2. (Tiempo 0 = hoy; tiempo | = un afio a partir de hoy, y asi
sucesivamente.)

Inversion B Por cada délar invertido en ¢l tiempo | se reci-
ben 1.60 dblares en el tiempo 2.

Inversidn G Por cada délar invertido en cl tiempo 2 se reci-
ben 1.20 dolares en el tiempo 3.

El efectivo excedente se podria invertir en cualgquicr momen-
to en bonos del tesoro, los cuales rinden 10% por afio. En el
tiempo 0, hay 100 ddlares. Se pueden invertir cuando mucho
50 doblares en cada una de las inversiones A, B y C. Plantee
un PL que se pueda usar para maximizar el efectivo disponi-
ble de Finco en el tiempo 3.

6 Todo el acero que produce Steelco debe cumplir fos re-
quisitos siguientes: 3.2 a 3.5% de carbén; 1.8 a 2.5% de si-

TABLA 47

- Meacidn 1 Meacidn 2

Costo por t {dol.) 190 délares 200 dolares

Siticio 2 2.5
Niquel I 1.5
Carbono 3 4
Resistencia a la tension

(Ib/pulg?) 42000 50000

licio; 0.9 a 1.2% de niquel; resistencia a fa tension Je por fo
menos 45000 tibras por pulgada cuadrada (Ib/pul ). Steeleo
produce acero mediante la combinacién de dos alcaciones.
Iil costo v propiedades de cada alcacidn se proporcionan en
la tabla 47. Suponga que la resistencia a lo tension de una
combinacion de dos ateaciones se puede deterininar median-
te el promedio de la resistencia de las aleaciones gue se
mezclan. Por ejemplo, una tonelada (1} de una mezcla
que tiene 40% de la aleacion 1 y 60 de Ja aleacion 2 tienen
una resistencia a la {ension de 0.4¢42 000) + 0.6(50000).
Aplique ta programacion lineal para determinar como mini-
mizar el costo de producir una tonelada de acero.

7 -Steclco produce dos tipos de acero en tres acereras dis-
tintas. Cada acerera tiene disponibles en un mes dado 200 hio-
ras de tiempo de alte horne. Debido a las diferencias en Jos
hornos de cada acerera, €l tiempo y el costo por producir una
tonelada de acero son distintos en cada una de elias. [ tiem-
po v el costo en cada acerera se proporcionan en la tabla 48.
Cada mes, Steelco debe producir por lo menos 500 toneladas
del acero 1 y 600 toneladas del acero 2. Plantce un PL para
minimizar el costo de producir el acero deseado.

87  El vivero Walnut ticne dos granjas en donde se culliva
trigo y maiz. Debido a las condiciones del suelo distintas,
hay diferencias en el rendimiento y ¢l costo al cultivar los
cereales en las dos granjas. Los rendimientos y los costos se
muestran en la labla 49. Ambas granjas cuentan cada una
con 100 acres disponibles para el cultivo; se deben sembrar
£ 1 000 bushels de trigo y 7000 bushels de maiz. Encuenlie
un plan de siembra que minimice el coslo para poder cum-
plir con la demanda. ;Cémo se podria usar una generaliza-
¢i6n de este modelo para asignar en forma eficiente la pro-
duccidn de cultivos en toda una nacion?

9 Candy Kane Cosmetics {CKC) fabrica el perfume Les-
lie, el cual requicre productos quimicos y mano de obra. Hay
dos procesos de produccion: en el proceso 1 se {ransforma
una unidad de mano de obra y dos unidades de produclos
quimicos en 3 oz de perfume. En el proceso 2 se transfor-
man dos unidades de mano de obra y tres unidades de pro-
ductos quimicos en 5 oz de perfume. CKC gasta 3 dolares
al comprar una unidad de mano de obra y 2 dolares por una
unidad de productos quimicos. Se pueden comprar cada atio

TABLA 48
Produccidn de acere en lons,

_ ficerot . Acern 2

Costo - -Tienipo Costo Tierapo
Aceréra  (f8l) . (min) (dily {min.)
1 $10 20 St 22
2 $12 24 $9 18
3 $i4 28 $10 30

TABLA 49

Granja 1 Granja 2
Rendimiento de maiz/acre 500 650
Costofacre de maijz (dol) 100 120
Rendimiento de trigo/acre 400 350
Costofacre de trigo (dol.) 90 30

'Basado en Heady y Egbert (1964).
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hasta 20000 unidades de mano de obra y 35000 unidades
de productos quimicos. Comeo no hay publicidad, CKC opi-
na que puede vender 1000 oz de perfume. Para estimular Ia
demanda de Leslie, CKC desea contratar a la bella modeto
Jenny Nelson. lenny cobra 100 délares la hora. Se estima
que por cada hora que Jenny trabaja para la compaiifa la de-
manda del perfume se incrementa en 200 oz. Cada onza del
perfume Leslic se vende en 5 dolares. Utilice {a PL para de-
terminar coHmo CKC puede maximizar su utilidad.

10 Carco tiene un presupuesto para publicidad de 150000
délares. La compaiiia planca anunciarse en diarios y en TV,
con ¢l fin de aumentar las ventas de automoviles. A medida
que Carco utiliza mas un medio en particular, es menos efec-
tivo cada anuncio que se agrega. En la tabla 50 se sefiala la
cantidad de nuevos clientes a los que alcanza cada anuncio.
Cada anuncio en los periddicos cuesta 1 000 dolares y cada
anuncio en TV cuesta 10000. Se pueden contratar, cuando
mucho, 30 anuncios en los diarios y 15 en TV, ;Como pue-
de maximizar Carco la cantidad de clientes nuevos creados
por la publicidad?

11 Sunco Oil tiene refinerias en Los Angeles y Chicago. La
refineria de L.os Angeles puede procesar hasta 2 millones de
barriles de crudo por afio, y la refineria de Chicago refina has-
ta 3 millones. Una vez refinado, €l crudo de embarca hacia
dos puntos de distribucion: Houston y la ciudad de Nueva
York. Sunco estima que cada punto de distribucion puede
vender hasta 5 millones de barriles por afio. Debido a las di-
ferencias en los costos de embarque y refinacién, la utilidad
ganada (en dolares) por millén de barriles de aceiie refinade
embarcado depende de dénde se refind el crudo y del punto
de distribucién (véase tabla 51). Sunco planea ampliar la
capacidad de cada refineria. Cada millon de barriles de ca-
pacidad de refinacién anual que se sume costara 120000 do-
lares en ¢l caso de la refineria de Los Angeles y 150000
délares en el caso de la refineria de Chicago. Utilice la PL
para determinar como puede maximizar Sunco su utilidad
menos Jos costos de expansion sobre un periodo de 10 afios.

12 Un grupo de investigacion de mercado necesita detectar
por lo menos a 150 esposas, 120 esposos, 100 varones adul-
tos solteros y 110 mujeres adultas solleras mediante una en-
cuesta telefonica. Cuesta 2 dolares hacer una ltamada en el dia
y {debido a los costos de mano de obra mas altos) 5 dolares
una llamada por la noche. Los resultados se dan en la tabla

TABLA 50
" Niniero de-

Diarios 1-10 900
11-20 600
21-30 300
14) 1-5 10000
6-10 5000
11--15 2000

TABLA 51
ST Uiilidad pos millén de baniles (détares)
De . . i~ v AHouston: ™ A MNieva York

Los Angeles 20000 15000
Chicago 18000 17000

TABLA b2

Persona que o de lfamadas . % de llamadas
contesta en el dia en la noche
Esposa 30 30
Esposo 10 30
Vardn soltero 10 15
Mujer soltera 10 20
Nadie 40 5

52. Debido a que ¢l personal es limitado, cuando mucho la
mitad de todas las llamadas pueden ser nocturnas, Plantee un
PL para minimizar e} costo de completar {a encuesta,

13  Feedco produce dos tipos de alimento para ganado;
ambos constan fotalmente de trigo y alfalfa. Ei alimento
I debe contencr por fo menos 80% de trigo, y el alimento 2
debe contener por lo menos 60% de alfalfa. Ei alimento 1
se vende a 1.50 délares/Ib y el alimento 2, a 1.30/1b. Feed-
co puede comprar hasta 1000 1b de trigo a 50 centavos la
libra y hasta 800 Ib de alfalfa a 40 centavos la libra. La de-
manda por cada tipo de alimento es ilimitada. Formule un
PL que maximice la utilidad de Feedco.

14 Feedco (véase problema 13) decidié hacer un descuento
a su cliente (suponga que tiene solo un cliente. Si el cliente
compra mas de 300 1b del alimento 1, cada libra por arriba
de las primeras 300 costara sélo 1.25 délares. De igual ma-
nera, si el cliente compra més de 300 1b del alimento 2, ca-
da libra por arriba de las primeras 300 Ib costard un dolar.
Modifique el PL del problema 13 para explicar la presencia
de los descuentos. (Sugerencia: Defina variables para el ali-
mento vendido a cada precio.)

15 Chemco elabora dos productos quimicoes: A y B. Estos
productos se fabrican por medio de dos procesos de manu-
factura, E! proceso 1 requiere 2 h de mano de obra y 1ibde
materia prima para producir 2 ozde Ay 1 oz de B, Para el
proceso 2 se necesitan 3 h de mano de obra y 2 Ib de mate-
ria prima para fabricar 3 oz de Ay 2 0z de B. Se dispone de
60 h de mano de obra y 40 Ib de materia prima. La deman-
da de A es ilimitada, pero solo se puede vender 20 oz de B.
El producto A se vende a 16 délaresfoz y B se vende a 14
délares/oz. Cualquier cantidad de B que no se venda se tie-
ne que desechar a un costo de 2 délaresfoz. Encuentre un PL
que maximice los ingresos de Chemco menos el costo de
destruir el producto.

16 Suponga que, en el ejemplo de las computadoras CSL
de 1a seccion 3.12, se requicren dos meses para capacitar a
un téenico, y que durante el segundo mes de capacitacion ca-
da aprendiz necesita 10 h de atencién por parte de un técni-
co experimentado. Modifique el planteamiento en el texto pa-
ta incluir estos cambios.

17 Furnco produce mesas y sillas. Todas las mesas y sillas
deben estar hechas por completo de encino o de pino. Hay
un total de 150 pies tablén de encino y 210 pies tablon de pi-
no. Se requicren 17 pies tablén de encino o 30 pies tablon de
pino para una mesa y 5 pies tablon de encino o 13 pies ta-
blén de pino para una silla. Las mesas se venden a 40 dola-
res cada una, y las sillas a 15 dolares cada una. Formule un
PL que maximice el ingreso

18 La ciudad de Busville tiene tres distritos escolares. La
cantidad de estudiantes de minorias étnicas y de las mayo-

tBasado en Franklin y Koenigsberg (1973).
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TABLA 53

Esludiantes de Es[udian[es_de
Dislrito alguna minoria  fas mayorias

! 50 200
2 5 250
3 100 150

TABLA b4

Escuela Escuela
Distrito Conley Walt Whitman
| i 2
} 2 ]
3 | |

rias en cada distrito se proporciona en la tabla 53, De todos
los estudiantes, 25% (ETUg) son estudiantes que pertenecen a
alguna minoria.

La corte tocal decidié que las dos escuelas de bachillerato
de 1a ciudad (escuela Cooley y escuela Walt Whitman) deben
tener aproximadamente el mismo porcentaje de estudiantes
pertenccientes a las minorias (dentro %+ 5%) que el que hay en
toda la ciudad. Las distancias (en millas) entre los distritos
escolares y las escuelas de bachillerato se proporcionan en la
fabla 54. Cada escuela debe tener una inscripcion de 300 a
500 estudiantes. Aplique la programacion lincal para deter-
minar la cantidad de estudiantes en las escuclas que minimi-
ce la distancia total que los estudiantes deben recorrer para
llegar a la escucla.

19" Brady Corporation fabrica alacenas. Requiere cada se-
mana 90000 pies cibicos de tablones. La compafila puede
conseguir madera de dos maneras: primero, la podria com-
prar con un proveedor y secaria en ¢l homo del proveedor.
Segundo, podria cottar troncos en sus propios teyrenos, cor-
tarlos en tablones en su aserradero y, por ultimo, secartos en
su propio horno, Brady puede comprar tablones grado | o
grado 2. Los tablones grado | cuestan 3 délares por pic ct-
bico, v cuando se secan rinden 0.7 pies cibicos de madera
til. Los tablones grado 2 cuestan 7 dolares el pie clbico, y
luego de secarlos rinden 0.9 pies cabicos de madera util. A
la compaiiia le cuesta 3 délares cortar los troncos. Después
de cortar ¥ secar un fronco, ésle rinde 0.8 pies citbicos de
tablones. Brady gasta 4 délares por pie ciibico de tablones
secados. Ademds, cuesta 2.50 délares por pie clibico de tron-
cos cnviados al aserradero. El aserradero puede procesar ca-
da semana hasta 35000 pies ciibicos de tablones. Se pueden
comprar cada semana hasta 40000 pies cilibicos de tablones
grado 1 y hasta 60000 pics cibicos del grado 2. Se dispone
cada semana de 40 h para secar los tablones. El tiempo que
se requiere para sccar 1 pic citbico de madera grado 1, ma-
dera grado 2 o troncos es como se indica; grado 1, 2 segun-
dos (s); grado 2, 0.8 5; troncos, | a 3 s. Determine un PL
que ayude a Brady a minimizar el costo a la semana por
cumplir con la demanda de tablones procesados.

20'  La Canadian Parks Commission controla dos zonas. La
zona 1 consiste en 300 acres y la zona 2, de 100 acres. Cada

"Basado en Carino v Lenoir (1988).
'Basado en Cheung y Auger (1976).

acre de la zona | se puede usar para abetos o caza, o ambos,
Cada acre de fa zona 2 se puede usar para abetos o para acam-
par, o para ainbas cosas. El capital (en cientos de délares), la
mano de obra (dias-trabajador) que se requieren pata conser-
var un acre de cada zona y fa utilidad (en miles de dolares)
por acre para cada uso posible se properciona en la tabla 55.
Hay un capital disponible de 150 000 dolares y 200 dias-hom-
bre. ;Qué usos se le pueden asignar a las zonas para maximi-
zar la utilidad que se cbilenga de las dos ronas?

21%  Chandler Entreprises elabora dos productos competi-
tivos: A y B. La compaiiia quiere vender estos preductos a
dos grupos de clientes, el grupo 1 y el grupo 2. El valor que
cada cliente asigna a una unmidad de A y de I3 es el que se
muestra en la iabla 56. Cada chente comprara el producto A
o el B, pero no ambos. Un cliente esté dispuesto a comprar
el producto A si cree que

Valor del producto A — precio del producto A > valor del
preducto B — precio del producto BB
Valor del producto A —precio del producto A

= Valor del producto B — Precio del producto B

y .
Valor del producto A — Precio def producto A = 0

Un cliente estd dispuesto a comprar el producto B si cree que
Valor del producto B ~ precio del producto B
= valor del producto A — precio del producto A

Y
Valor del producto B — precio def producto B = 0

El grapo tiene I 000 miembros y ef grupo 2 consta de 1 500,
Chandler desea establecer los precios para cada producto, de
tal mancera que haya cerleza de que los micmbros del grupo
I compren el productoe A y los miembros del grupo 2 com-
pren €l producto B. Determine un PL que ayude a Chandler
A maximizar sus ingresos.

22%  Alden Enterprises elabora dos productos. Cada uno de
los productos se puede fabricar en una de las dos méquinas
que hay. El tiempo necesario para efaborar cada producto
(en horas) en cada una de las miquinas se presenta en la ta-

TABLA 55
Iona - Gapital ~ Mano de obra  Ulifidad
1 Abetos 3 0.1 0.2
1 Caza 3 0.2 04
I Ambos 4 02 0.5
2 Abetos I 0.05 0.06
2 Acampar 30 5 0.09
2 Ambos 10 1.0% 1.]
TABLA 56

Gilente del Gliente del

grupa | gritpo 2

Valor dado a A 310 $12
Valor dado a B $8 $15

YBasado en Dobson vy Kalish {1988).
"Basado en Jain, Stott, y Vasold (1978).
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TABLA 57
Producto Mdguina 1 Miguina 2
i 4 3
2 7 4
TABLA 58

Demanda Precios
Produeto Mes 1 Mes 2 Mes 1 Mes 2
1 100 190 $55 $12
2 140 130 $65 532

bla 57. Se dispone cada mes de 500 h en cada una de las ma-
quinas. Los clientes estdn dispuestos cada mes a comprar
hasta las cantidades de cada producto que se sefialan en la
tabla 58 vy a los precios indicados ahi. El abjetivo de la com-
paiiia es maximizar el ingreso aobtenido por la venta de uni-
dades durante los dos meses siguientes. Plantee un PL que
ayude a alcanzar ese objetivo

93  Kiriakis Elctronics elabora tres productos. Cada produc-
to debe pasar por un proceso en fres maquinas distintas. Cuan-
do una mAquina esta en uso, la debe operar un trabajador. El
tiempo (en horas) necesario para procesar cada producto en
cada maquina y la utilidad asociada con cada producto se
muestra en la tabla 59. Se dispone en la actualidad de ¢inco
méquinas tipo |, tres mdquinas tipo 2 y cuatro mdgquinas tipo
3. La comjpafiia tiene 10 trabajadores y debe determinar cudn-
tos empleados asignar a cada maquina. La planta esti abier-
ta 40 h por semana, y cada trabajador labora 35 horas por
semana. Establezea un PL que le permita a Kiriakis asignar
trabajadores a las maquinas, de tal manera que se maximice
la utilidad semanal. (Nota: Un trabajador no pasa toda la
semana laboral operando una sola mdquina.)

24 El hospital de Gotham City atiende pacientes de cuatro
grupos relacionados por el diagnéstico (GRD). La contribu-
cién a la utilidad, el uso del servicio de diagndstico (en ho-
ras), dias-cama (en dias), atencién de enfermeras (en horas)

TABLA 59

T Poducte 1 Producto 2 - Producto 3
Maquina 1 2 3 4
Méquina 2 3 5 6
Miquina 3 4 7 9
Utilidad (dolares) © 8 10
TABLA 60

: Ul Senviefo e CUsode
GRE Utitidad - - diagndstice - Dias-Cama - * enfermetia - Firmacos
1 2000 7 5 30 800
2 1500 4 2 10 500
3 500 2 1 5 150
4 300 i 0 1 50

y uso de medicamentos {en dolares) se proporcionan en la
tabla 60. E] hospitat dispone ahora cada semana de 570 hde
servicios de diagnéstico, 1 000 dias-cama, 50000 horas de
atencion de enfermeras y 50000 délares en medicamentos.
Para cumplir las demandas minimas de atencion a la salud
de la comunidad, s¢ deben atender todas las semanas por 1o
menos 10 pacientes del GRDI, 15 del GRD2, 40 del GRD3
y 160 del GRD4. Utilice un Pi. para determinar la mezcla
optima de los GRD.' ,

25 Oliver Winery elabora cuatro vinos ganadores de pre-
mios en Bloomington, Indiana. Las contribuciones a la utili-
dad, horas de mano de obra y uso del tanque {en horas} por
galén por cada tipo de vino se indican en la tabla 6i. De
acuerdo con la ley, se pueden producir cuando maucho cada
aiio 100000 galones de vino. Se dispone cada ano de un ma-
ximo de 12000 horas de mano de obra y 32 000 horas de tan-
que. Cada galon del vino | gasta un promedio de ;}- del atio
en inventario; el vino 2, un promedio de 1 afio; el vino 3, un
promedio de 2 afios; el vino 4, un promedio de 3.333 afios.
La bodega puede manejar un inventario promedio de 50000
galones. Determine cuanto se debe producir al afio de cada
tipo de vino para maximizar la utitidad de Oliver Winery.

26 Resuelva mediante el método grafico el PL siguiente:
minz = 55 + X
5.4 e+ nu=060
nt wn=4
2xy + 10x, = 20
X, X2 =0

27 Grummins Engine fabrica camiones a diesel. Las nue-
vas normas gubernamentales sobre las emisiones seflalan
que las emisiones contaminantes promedio de todos los ca-
miones fabricados en los tres afios préximos no pueden ser
mayores de 10 gramos por camidn. Grummins produce dos
tipos de camiones. Cada camién tipo 1 se vende en 20000 db-
Jares, cuesta 15000 dolares fabricarlo y emite 15 gramos de
contaminantes. Cada camion tipo 2 se vende en 17000 dola-
tes, cuesta 14 000 dblares fabricarlo y emite 5 gramos de con-
taminantes. La capacidad de produccién limita la produccion
total de camiones durante cada afio, a cuando mucho 320
camiones. Grummins sabe que la cantidad mixima que se
puede vender de cada tipo de camién durante cada uno de los
tres afios proximos, se da en la tabla 62.

Por consiguiente, se pueden vender durante cl afio 3 cuan-
do mucho 300 camiones tipo 1. La demanda se podria cum-
plir con la produccidn anterior o con la produccién del afio
actual. Cuesta 2000 dblares conservar un camion (de cual-
quier tipo) en inventario durante un afio. Formule un PL que
ayude a Grummins a maximizar su utifidad durante los pré-
ximos fres afios.

TABLA 61

Yino . Utidad (d6lares) Mano de obra (h} .Tanque (h)

1 6 0.2 0.5
2 12 0.3 0.5
3 20 0.3 1

4 30 0.5 1.5

tBasado en Robbins y Tuntiwonpiboon (1989),
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TABLA 62
Demanda mdxima de camiones

Aifo . Tipo ¥ ‘ Tipo 2
] 160 200
2 200 100
3 300 150

28  Describa todas las soluciones optimas dei PL siguiente:
min z = 4x, + x,

5.4 oy + =0
dxy 4 xp = 12

X, =2

X, =

29 Juiceco elabora dos productos: jugo de naranja pre-
mium y jugo de naranja regular. Ambos productos se fabri-
can con la combinacion de dos tipos de naranjas: grado 6
y grado 3. Las naranjas en el jugo premium deben tener un
grado promedio de por lo menos 5, y las del Jugo regular,
por {o menos de 4. Durante cada uno de los dos meses si-
guientes Juiceco puede vender hasta 1000 galones de jugo
premium y hasta 2000 galones de jugo regular. El galdn de
Jugo premium se vende a 1 délar, en tanto que el de jugo re-
gular se vende a 80 centaves. Al empezar el mes 1, Juiceco
tiene 3000 galones de naranja grado 6 y 2000 palones de
naranja grado 3. Al iniciar el mes 2, Juiceco podria comprar
mis naranjas grado 3 a 40 centavos/galén y mas naranjas
grado 6 a 60 centavos/gal6n. El jugo se echa a perder al fi-
nal del mes, asi que no tendria sentido elaborar jugo extra
durante el mes  con Ja esperanza de usarlo para cumplir con
ta demanda del mes 2. Las naranjas que quedan al final dei
mes 1 se podrian usar para elaborar jugo para el mes 2. Al
final del mes 1 se fija un costo de 5 centavos por cada galén
sobrante de naranjas grado 3, y 10 cenlavos contra cada ga-
16n sobrante de naranjas grado 6. Ademis del costo de las
naranjas, cuesta 10 centavos producir cada galon de jugo
(regular o premium). Plantee un PL que se pueda utilizar pa-
ra maximizar la utilidad (ingresos — costos) que obtiene Jui-
ceco durante los dos meses proximos.

30  Resuelva mediante el método grifico el problema si-
guiente de programacion lineal:
) max z = 5x; — x,
5.4 2xy + 3, = 12
Xy = 3x, =0
=y =90
31 Dctermine mediante el método grafico todas las solu-
ciones de la programacion lineal siguicnle:
mitz = x; — 2x,

s.a Xy =4
xt+t =8

Xy~ X3 =6

X, Xy =0

32 Todos los dias, Eastinghouse fabrica capacitores duran(e
fres tuimos: 8 a.m. a 4 p.m., 4 p.n. a media noche, media no-
che a 8 a.m. El salario por hora que se paga a los empleados
en cada turno, e} precio cargado de cada capacitor elaborado
durante cada tumno y la cantidad de defectos en cada capaci-
tor que se produce durante un turmo dado se proporcionan en

TABLA ©63

. Dafeclos
urng . Salario por hora (por capaciter) Precio
Sam. adpm, 512 4 $18
4 pm. a medianoche  $16 : 3 $22
Media nochc a 8 a.m.  $20 2 $24

la tabla 63. Cada uno de los 25 trabajadores de la compaiia
puede ser asignado a uno de los tres turos. Un empleado pro-
duce 10 capacitores durante su turno, pero debido a finita-
clones de maquinaria, 1o mas de 10 habajadores pueden ser
asignados a un turno dado. Se pueden vender diario, cuando
mucho, 250 capacitores, y la cantidad promedio de defectos
por capacitor no puede ser mayor de ires en la produccion del
dia. Plantece un PL que maximice la utilidad diaria de Fas-
tinghouse (ingresos por ventas — cosfo de la mano de obra).

43 Encuentre graficamente todas las soluciones del PL si-
guiente:
max z = 4y + x,
5.4 8xy + 2xy
nt+ =12
Xixy =0

A
=)

34 Airco debe cumplir (a tiempo) con la sipuiente deman-
da de acondicionadores de aire: mes 1, 300; mes 2, 400; mes
3, 500. Los acondicionadores de aire se pueden fabricar en
Los Angeles o en Nueva York. Se requicren .5 h de mano
de obra calificada para fabricar un acondicionador de aire en
Los Angeles y 2 h en Nueva York. Producir un acondiciona-
dor de aire cuesta 400 délares en Los Angeles, y 350 déla-
res en Nueva York. Cada ciudad dispone todos fos meses de
420 h de mano de obra calificada. Cuesta 100 délares con-
servar un acondicionador de aire en inventario durante un
mes. A inicio del mes 1, Airco tiene 200 acondicionadores
de aire en existencia. Plantee un PL cuya solucién indique a
Airco cémo minimizar ¢l costo de cumplic la demanda de
acondicionadores de aire en los fres meses proximos.

35 Plantee el problema siguienle como un problema de pro-
gramacion lineal: un operador de un invernadero planea
proponerse para el trabajo de abastccer flores para los par-
ques de la ciudad. Utiliza tulipanes, narcisos atrompetados
y atbustos con flores en tres tipos de confipuraciones. Se re-
quieren 30 tulipanes, 20 narcisos atrompetados y 4 arbustos
con flores para la configwracién tipo . En la 2 se usan 10
tulipanes, 40 narcisos atrompetados y 3 arbustos con fiores.
Para la altima se necesitan 20 tulipanes, 50 narcisos atrompe-
tados y 2 arbustos con flores. La utitidad neta es 50 délares
por cada configuracién tipo 1, 30 délares por cada configura-
cion tipo 2 y 60 doélares por cada configuracion tipo 3. Tiene
1 000 tulipanes, 800 narcisos atrompetados y 100 arbustos en
floracién, ;Cuéntas configuraciones de cada tipo se deber4n
usar para obtener la maxima utilidad?

36 Explique como cambia el plantcamiento del problema
35 si se suman las dos condiciones siguientes:
a La cantidad de configutaciones tipo 1 no puede ser
mayor que el nimero de configuraciones lipo 2.
b Debe haber por lo menos cinco configuraciones de
cada lipo.
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37 Resuetva mediante ¢l método grifico el problema si-
guicnie de PL:

minz = 6x; + 2x
8. Axy + 2= 12
2v, + Ay, =42
n=1A
X x =0

38 Nosotros claboramos dos productos: el producto 1 y el
2 en dos maquinas (mdquina |y maquina 2). La cantidad de
horas de tiempo de méiquina y de mano de obra depende
de la maquina y del producto segin se ilustia en la tabla 64.

131 costo de produccion de una unidad de cada producto
s proporciona en la tabla 65.

La cantidad de horas de mano de obra y el tiempo de ma-
quina disponibles este mes csta en Ia tabla 66.

Este mes se deben producir por lo menos 200 unidades del
producto | y al menos 240 unidades del producto 2. Asimis-
nio, por lo menos la mitad del producto | se debe elaborar en
Ja maquina I, y por lo menos la mitad del producto 2 se debe
fabricar en la mdquina 2. Determing entonces como podemos
minimizar el costo de cumplir la demanda mensual,

39 Carrotco elabora dos productos: 1 y 2. Cada wmidad de
cada producto se debe procesar en la miquina 1 y en la ma-
quina 2, y requiere materia prima 1 y materia prima 2. El
uso de recursos se indica en la tabla 67.

TABLA 64

Producte 1 Producto 2/ Producto 1 Producto 2
Maguina 1 Méquina 1 - - Méaguina 2 Maquina 2

Tiempo maquina 0.7 0.75 0.8 0.9
Mano de obra 0.75 0.75 1.2 1
TABLA 65

Producto 1. . - Producto 2 . - Produeto T " P
Miquina 1 - -Mdquina 1., = Mdquina 2357 ME

$1.50 $0.40 $2.20 $4.00

TABLA 66

Recurso: . Horas disponibles
Maiquina 1 200
Maquina 2 200
Mano de obra 400

TABLA 67

Producte 1+ Producto 2

Ménuina 1 0.6 0.4
Méquina 2 04 0.3
Materia prima 1 2 1
Materia prima 2 1 2

TABLA 68

Producto 1 Producle 2

Nemanda 400 300
Precio de venla 30 . 35

Por consiguiente, s¢ requieren 0.6 de unidad det tiempo de
fa maquina 1, 0.4 de unidad del tiempo de la maquina 2, 2 uni-
dades de materia prima 1 y 1 unidad de materia prima 2 para
producir una unidad det producto 1. El precio de venia por
unidad y ta demanda de cada producto se da en la tabla 68.

Cada unidad de materia prima | se compra en 4 dolares y
cuesta 5 dolares producir cada unidad de materia prima 2. Es
posible comprar cantidades ilimitadas de materia prima. Se¢
dispone de 200 unidades de tiempo de la méquina 1 y 300
unidades de tiempo de la miquina 2. Determine céimo Ca-
rrotco puede maximizar su utilidad.

40 Una compafiia ensambla dos productos: A y B. El pro-
ducto A se vende en 11 délares por unidad, y el producto B,
a 23 délares la unidad. Una unidad de! producto A requicre
2 hen la linea de ensamble 1 y una unidad de materia prima.
Para elaborar una unidad del producto B ¢s necesario 2 uni-
dades de materia prima, | unidad de A y 2 h en la linea 2.
Se dispone de 1300 hen la linea 1 y de 500 h en la linea
2. Una unidad de materia primma se podria comprar (a 5 do-
lares la unidad) o producir (a ninguin costo) en 2 h de tiem-
po en la linca 1. Determine cémo maximizar Ja utilidad.

41  Ann y Ben estin en proceso de divorcio y quieren sa-
ber cémo dividir sus propiedades comunes: la cuenta de
retiro, la casa, la casita de verano, las inversiones y bienes
diversos. Para empezar, se les pidié a Ann y Ben que asig-
naran un total de 100 puntos a los bienes, lo cual se mues-
tra en la tabla 69,

Si se supone que todos los bienes son divisibles (es decir,
una fracci6n de cada bien se podria entregar a cada persona),
Jcémo se podrian asignar los bienes? Dos criterios pueden
regir la asignacidn de bienes:

€riterio 1 Cada persona debe terminar con el mismo niime-
ro de puntos. Esto evita que Ann envidie a Ben y que Ben en-
vidie a Ann.

Criterio 2 La cantidad total de puntos que recibe Ann y Ben
debe ser maximizada.

Si los bienes no pudieran dividirse calre las personas, jqué
problema surgiria?

42 Fli Daisy fabrica dos firmacos en Los Angeles y en In-
diandpolis. El costo por producir una libra de cada farmaco
se presenta en la tabla 70.

TABLA 69

T Puntos
Ve Ann’ - Te Ben

Praducto - 7

Cuenta de retiro 50 40
Casa 20 30
Casa de campo 15 10
Inversiones 10 [0
Diversos 5 i0
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TABLA TO

Ciudad Coslo de EGoslo de
firmaco (délares)  fdnmaco (délares)

Indiandpolis 4,10 4.50

Los Angeles 4.00 5.20

TABLA 71

Tiempo para ef Tiempo para el

Ciudat farmaco 1 (hr) farmaco 2 (1)
[ndiandpolis 2 3
Los Angeles 24 33

El tiempo maquina {en horas) que se necesita para fabri-
car una libra de cada firmaco en cada ciudad se proporciona
en la tabla 71.

Daisy necesita producir & la semana por lo menos | 000
Ib del farmaco 1 y 2000 ib del fArmaco 2. La compaiiia tie-
ne 500 horas por semana de tiempo méquina en Indiandpolis
y 400 W/semana de tiempo méquina en Los Angeles. Deter-
mine como Daisy podria minimizar el coslo de produccién
de los farmacos necesarios.

43 Daisy también elabora Wozac en Nueva York y Chica-
go. Produce cada mes hasta 30 unidades en Nueva York y
hasta 35 uvnidades en Chicago. El costo de produccidén de
una unidad cada mes en cada lugar se proporciona en la (a-
bla 72.

La demanda de los clientes que se muestra en la tabla 73
se debe cumplir a tiempo,

El costo por mantener una unidad en inveniario {medido
conlra el inventario final) se da en la tabla 74.

TABLA 72

Gasto (délares)
Mes - - Hueva York Chicago
1 8.62 8.40
2 8.70 8.75
3 8.90 9.00
TABLA 73

Mes  Demanda (unidades)

I 50
2 60
3 40
TABLA T4

Mes  Cgste por mantener
.0 inventario (délares)

] 0.26
2 0.12
3 0.12

Hay |0 unidades de Wozac en inventario al empezar el
mes 1. Determine un programa gue minimice los coslos pa-
ra jos lres meses siguicnies.

44 Usted estd al mando de la refineria Dawson Creek. La
refineria produce gasolina y acede cambustible a partir del pe-
iréleo crudo. La gasolina se vende a 11 dolares el barril v
debe tener un grado promedio de por lo menos 9. El aceite
combustible se vende a 6 dolares el barril, y debe tener por fo
menos un grado promedie de 7. Se venden cuando mucho
2 000 bLarriles de gasolina y 600 barriles de aceite combustible.

El crudo que llega se procesa por medio de uno de tres
metodos distintos. El rendimiento por barril y el costo por
barnil de cada método de proceso se muesiran en la tabla 75.

Por ejemplo, si se refina un barril del crude que llega por
el método 1, ef costo es de 3.40 dolares y el rendimiento es de
0.2 barriles de grado 6, 0.3 barriles de grado 8 y 0.5 barriles
de grado 0. El costo abarca el costo por la compra del petro-
leo crudo.

Los grados 6 y 8 deben pasar por ¢l desintegrador catali-
tico para mejorar su calidad antes de que se oblenga gasohi-
na y aceite combustible. Un barril de grado 6 se “fracciona™
a un barril de grado 8 a un costo de [ délar por barrii. Un ba-
rril de grado 8 se “fracciona” a un barril de grado 10 a un
costo de 1.50 dolares por barril. Determine como maximizar
la utitidad de ia refineria.

45 Poseemos 100 acciones de cada uno de los capilales en
acciones (stock) 1 a 10. El precio original que se pagd por
las acciones, el precio actual y el precio esperado en un afio
por cada capifal en acciones se proporciona en la tabla 76.

Necesitamos dinero este dia, por lo que vamos a vender
algunas de las acciones. La tasa tributaria sobre fas ganancias
del capital es 30%. Si vendemos 50 acciones del siock 1,
(eticinos que pagar un impuesto de 0.3 - 50030 — 20) = 150
dolares. También tenemos que pagar los costos por transaccio-
nes de 1% por cada transaccion. Por lo tanto, nuestra venta de
50 acciones del sfock I incurriria en un costo por transaccio-
nes de 0.01 - 50 - 30 = |5 dolares. Después de los impuestos
y los costos por transaccidn nos quedan 30000 doélares por fa
venta de las accioncs. Nuesiro objetivo es maximizar el valor
esperado (antes de impueslos) en un afio de nuestro sfock res-
tante. ;Cuales sfocks se deben vender? Suponga que se puede
vender una fraccion de accion del stock.

Grupo B

46 El Banco Nacional de Gotham City abre de lunes a
viernes de 9 aam. a 5 p.m. El banco sabe, por pasadas expe-
riencias, que necesifa la cantidad de cajeros que se seiiala en
la tabta 77. El banco conirala a dos tipos de cajeros. Los ca-
jeros de tiempo completo trabajan de 9 a 5, cinco dias a la
seinana, excepto por una hora libre para tomar alimentos.
(E1 banco determina cudndo un empleado de tiempo com-
pleto debe tomar su hora para los alimentos, pero cada ca-

TABLA 75
Grado .
Métado L 8 10 Gosto (ddfares por baniil)
| 0.2 03 0.5 340
0.3 04 0.3 3.00
3 0.4 04 0.2 2.60

120 carituLo 3 Infroduecion 2 la programacidn fineal



Piecio (dilares)

Acciones Gompra Acfual En un afin
100 20 30 36
100 25 34 39
100 30 43 42
100 35 47 45
i00 40 49 5]
100 45 53 55
100 50 60 63
100 55 62 64
100 60 64 66
£00 65 66 70

Tasa tributaria (%) 0.3

Costo por transaccidn (%) _ 0.01

TaBLA 77
Tl Cajeros
: necesarios

F‘e.

9-10 4
10-11

1-Mediodia
Mediodia-1

1-2

2-3

34

4-5

= <Bi= eI = Y A = W

jero debe salir entre mediodia y { p.m., o bien, entre 1 p.m,
y 2 p.m.) Los empleados de tiempo completo ganan (inclu-
so prestaciones satariales) 8 délares por hora (esto inclaye
el pago por la hora de tomar alimentos). El banco pedria
contratar también cajeros de medio tiempo. Cada cajero de
medio tiempo debe trabajar exactamente 3 h consecutivas
todos los dias. Un cajero de medio tiempo gana 5 ddlares
por hora (y no recibe prestaciones salariales). Para mantener
fa calidad adecuada de servicio, el banco decidio que se pue-
den contratar cuando mucho 5 cajeros de medio tiempo.,
Plantee un PL que cumpla con los requisitos de los cajeros
al minimo costo. Resuelva el PL mediante una computado-
ra. Experimente con la respuesta del PL para determinar una
estrategia de empleo con la que se minimicen los costos de
mano de obra.

47" El Departamento de Policia de Gotham City emplea
30 oficiales de policia. Todos los oficiales trabajan 5 dias a
fa semana. Los delitos fluctiian segin ¢l dia de la semana,
por lo que la cantidad de policias necesarios cada dia depen-
de del dia de 1a semana: sdbado, 28; domingo, 18; lunes, 18;
martes, 24; miércoles, 25; jueves, 16; viernes, 21. El Depar-
tamento de Policia desea programar a los oficiales de poli-
cia para minimizar la cantidad de elementos cuyos dias de
descanso no son consecutivos. Formule una PL que logre es-
te objetivo. (Sugerencia; Establezca una restriccion por ca-

Basado en Rothstein (1973).

da dia de ia semana que asegure que el nimero adecuado de
oficiales a0 esti trabajando en un dia en particular.)

48*Alexis Cornby se gana la vida comprando y vendiendo
maiz. Bl primero de enero, ella tenia 50 toneladas {t) de maiz
y 1 000 ddlares. Al inicio de cada mes, Alexis puede comprar
maiz a los precios siguientes por tonelada: enero, 300 dola-
res; febrero, 350 ddlares; marzo, 400 ddlares; abril, 500 dé-
lares. Alexis puede vender el ultimo dia de cada mes el maiz
a los precios siguientes por tonelada: enero, 250 ddlares; fe-
brero, 400 ddlares; marzo, 350 dolares; abril, 550 ddlares.
Alexis almacena su maiz en una bodega en la que caben
cuando mucho 100 t de maiz. Ella debe tener la capacidad de
pagar en efectivo el maiz en el tiempo de la compra, Con
ayuda de la PL determine como Alexis puede maximizar su
efectivo disponible a fines de abril.

49%Finco tiene 400 délares en efectivo al empezar el mes.
Ademas, Finco recibe al iniciar los meses 1, 2, 3 y 4 ciertos
ingresos, después de lo cual paga algunas cuentas (véase ta-
bla 78). El dinero que quede se podria invertir por un mes a
ia tasa de interés de 0.1% por mes; por dos meses, la tasa es
de 0.5% por mes; por tres meses, 1% mensual; o bien, por
cuatro meses, 2% mensual. Determine mediante programa-
cidn lincal una esfrategia de inversion que maximice el efec-
tivo disponible al inicio del mes 5.

50 La ciudad 1 genera 500 toneladas de desechos por dia,
y la ciudad 2, 400 toneladas por dia. Es necesario incinerar
los desechos en ¢l incinerador 1 o en el 2; y cada uno de és-
tos es capaz de procesar hasta 500 toneladas de desechos por
dia. El costo por incinerar desechos es de 40 dolares/t en el

TABLA 78

Mes -~ lngésds .. - Cuentas
o (dblates) o (délares)

1 400 600

2 800 500

3 300 500

4 300 250

*Basado en Charnes y Cooper (1955).
YBasado en Robichek, Teichroew, y Jones (1965).
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incinerador 1y 30 dolares/t cn ¢l 2. Cada tonelada de dese-
chos se transforma mediante la incineracion en 0.2 toneladas
de residuos, los cuales se entierran en uno de los dos relle-
nos samitarios gue hay. Cada relleno sanitario puede recibir
cuando mucho 200 toneladas de residuos por dia. El trans-
porte por milia de una tonclada de material {residuos o
descchos) cuesta 3 délares/milia. Las distancias {en mitlas)
entre los lugares se mdican en la tabla 79. Formule un PL

que se pueda usar para minimizar el costo tolal de la elin-
" nacién de basura de ambas cindades.

517 Silicon Valley Corporation (Silveo) fabrtca transistores.
La fusion del elemento genmanio {un componente imporian-
te de un transistor) en un horno es un aspecto fundamental de
la manufaclura de los transistores. El proceso de fundicion
genera infortunadamente gennanio de calidad muy variable,

Es posible aplicar dos mélodos para fundir el germanio: e}
método | cuesta 50 dolares por transistor, y el método 2 cues-
ta 70 dolares por transistor. Las calidades que se oblienen por
los métodos 1 y 2 se muestran en la tabla 80. Silvco puede vol-
ver a fundir el germanio con el fin de mejorar su calidad.
Volver a fundir ¢f genmanio para un transistor cuesia 25 dola-
res. [il resultado de volver a fundir el germanio se sefialaen la
tabla 81. Silvco tiene capacidad suficiente de horno para [un-
dir o volver a [undir el germanio cuando mucho para 20000
{ransistores por mes. La demanda mensual de Silvco es de
1 000 wansistores grado 4, 2000 transistores grado 3, 3 000
transistores grado 2 y 3 000 transistores grado {. Utilice la pro-
gramacion lineal para minhmizar el costo de produccion de los
transistores necesarios.

TABLA 79

_ © - Incinerador
Ciudad I
H 30 5
2 36 472

Relleno sanilario

Inginerador T 2
I 5 3
2 9 6

TABLA 80

U de rendiminelo

Grado de por fundicidn
germartio

{undide® Método 1 Método 2
Defectuoso 30 20

] 30 20

2 20 25

3 15 20

4 5 15

‘Neta: El prado 1 es pobre; el grado 4 es
excelente. La calidad del germanio determina
la catidad del transitor fabrcado.

*Basado en Smith (1965).

TABLA BF

44 de rendimiento par Iz refundicion

Grado del

germanio reflundide Beleclupso Grado 1 Grada 2 Grado 3
Defectuoso 30 { } 0

| 25 30 (} 0
2 15 RIs] 410 0

3 24 20 i S0
4 10 20 30 50

TABLA B2

Malayial Coslo (détares) Gontenido de
pulpa (%)
Carton de cajas 5 15
Papel para envolver 6 20
Papel periddico 8 30
Papel de libros 10 40

52} Una planta recicladora de papel procesa cartén de ca-
jas, papel para envolver, papel periddico y papel de libros, y
los transforma en pulpa, la cual se puede usar para claborar
tres grados de papel reciclade {(grados 1, 2 y 3). Los precios
por tonelada y los conlenidos de pulpa de los cuatro tipos de
malerial se proporcionan ¢n la tabla 82, Dos mélodos, el de-
sentintado vy la dispersion de asfallo, se usan para procesar
los cualro tipos de material y convertirlos en pulpa. Cuestla
20 dolares desenlintar una ionelada de cualquier material. El
proceso de desentintado elimina 10% de la pulpa del mate-
rial, por fo que solo queda 90% de la pulpa original. Aplicar
la dispersion de asfallo a una tonelada de material cuesta 15
dolares. La dispersion de asfalio elimina 20% de fa pulpa del
material. Se pueden someter al proceso de dispersion de as-
faito o al proceso de desentiniado cuando mucho 3 000
ieneladas de material. El papel grado 1 sdlo se puede pro-
ducir a partir de pulpa de papel periddico o de papel de li-
bros; el papel grado 2 solo se obtiene de pulpa de papel de
libros, papel para envolver o de carton de cajas, y el papel gra-
do 3 solo se obliene de pulpa de papel periddico, papel para
envolver o de carton de cajas. Para cumplir con la deman-
da actual, la compaiiia requiere 300 toncladas de pulpa pa-
ra papel grado 1500 toneladas de pudpa para papel grado 2
y 600 toneladas de pulpa para papel grado 3. Delermine un
PL para minimizar el costo por cumplir la demanda de pulpa.

53 Turkeyco produce dos tipos de chuleta de pavo que
vende a restauranies de bocaditlos. Cada tipo de chuleta
consta de carne blanca y carne oscura. La chuleta 1 s¢ ven-
de en 4 délares/lb, y debe consistir por lo menos en 70% de
carne blanca. La chuleta 2 se vende a 3 délares/tb, y consis-
te en por to menos 60% de carne blanca. Se pueden vender,
cuando muche, 50 libras de la chuleta | y 30 Ib de la chule-
ta 2. Los dos lipos de pavo usados para elaborar las chuletas
se compran en la granja GobbleGobble Turkey. Cada pavo
tipo 1 cuesta 10 délares y rinde 5 1b de came blanca y 2 1b
de carne oscura. Cada pavo tipo 2 cuesta 8 dolares y rinde 3
1b de carne blanca y 3 ib de carne oscura. Plantee una PL pa-
ra maximizar la wilidad de Turkeyco.

54 Priceler fabrica automéviles sedan y vagonetas. La can-
tidad de vehiculos que se pueden vender en cada uno de los
tres meses proximos se indica en la tabla 83. Cada sedan se

YBasado en Glassey y Gupta (1975).
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TABLA 83

Mes 7 ‘Sefanes - Vagonetas
| 1100 600
5 1500 700
3 1200 50

vende en 8000 délares, y el precio de cada vagoneta es de
9 (00 détares. Para producir un sedan se requieren 6000 do-
fares y 7500 para fabricar una vagoneta. Mantener por un
mes un vehiculo en inventario cuesta 150 ddlares en el ca-
so del sedan y 200 ddlares si se trata de una vagoneia. Se
pueden producir durante cada mes, cuando mucho, 1500
vehiculos. Las limitaciones en la linea de produccion dictan
que de todos los automéviles producidos durante et mes 1
por lo menos dos tercios deben ser sedanes. Al principio del
mes 1, se dispone des 200 sedanes y 100 vagonetas. Plantee
un PL que se pueda usar para maximizar la utilidad de Pri-
celer durante los proximos fres meses.

55 Los empleados de la linea de produccion de Grum-
mins Engine trabajan cuatro dias a la semana, i0 h por dia.
Todos los dias de la semana, se requicren las cantidades si-
guientes (por lo menos) de empleados de Ia linea: de lunes a
viernes, 7 empleados; sdbados y domingos, 3 empleados.
Grummins tiene 11 empleados en la linea de produccién.
Formule un PL que se pucda aplicar para maximizar la can-
tidad de dias de descanso consecutivos que reciben los em-
pleados. Por ejemplo, un trabajador que descansa domingo,
lunes y miércoles tiene dos dias consecutivos libres.

56 El Banco 24 esta abierto 24 h al dia. Los cajeros labo-
ran dos turnos consccutivos de 6 horas y reciben 10 dolares
por hora. Los turnos posibles son los siguientes: medianoche
a 6 a.m., 6 a.m. a mediodia, mediodia a 6 p.m., 6 p.m. a me-
dianoche. Las cantidades siguientes de clientes entran al ban-
co durante cada turno; medianoche a 6 am., 100; 6 am. a
mediodia, 200; mediodia a 6 p.m., 300; 6 p.m. a medianoche,
200. Cada cajero atiende hasta 50 clientes por turno. Para mo-
delar un costo por la impaciencia del cliente, suponemos que
cuatquier cliente que esta presente al finalizar un furno “cues-
ta” al banco 5 dolares. Suponemos ademas que a la mediano-
che, todos los clientes deben ser atendidos, de tal manera que
el turno de medianoche a 6 a.m. de todos los dias inicia con
0 clientes en el banco. Determine un PL que se pueda utili-
zar para minimizar la suma de mano de obra del banco y los
costos de la impaciencia del cliente,

57" Los aviones de Transeast Airlines vuelan la siguiente ru-
ta: L.A -Houston-N.Y.-Miami-L.A. La distancia (en millas)
de cada parte de este viaje es como sigue: L.A.-Houston,
1500 millas; Houston-N.Y., 1700 miltas; N.Y.-Miami, 1300
millas; Miami-L.A., 2700 millas. En cada parada, el avién
podria comprar hasta 10 000 galones de combustible. E pre-
cio del combustible en cada ciundad es como se indica: L.A,,
88 centavos; Houston, 15 centavos; N.Y., {.05 doblares; Mia-
mi, 95 centavos. La capacidad del tanque de combustible det
avidn es de cuando mucho 12000 galones. Para que exista la
postbilidad de volar en circulos sobre una zona de aterrizaje
se requicre que el nivel final de combustible por cada tramo
del vuelo sea por lo menos de 600 galones. La caniidad de ga-
lones que se utilizan por milla en cada tramo del vuelo es

1 + {nivel promedio de combustible en el tramo
de vuelo/2 000)

Basado en Darnell y Loflin (1977).

Con el fin de simplificar, suponga que el mivel promedio de
combustible en cada iramo del vuclo es
{Nivel de combustible al inicio del tramo) +
{nivel de combustible ai final del tramo)

;
F

Determine un PL con la que se pueda minimizar el cosio del

combustible dei vuelo completo.

58+ Para procesar los formularios para el impuesto sobre
{a renda, el Servicio de Ingresos Interno (SI1) envia primero
cada formulario por ¢f departamento de preparacion de da-
tos (D). en dende la informacion sc codifica para poderla
usar en computadora, El formulario se envia al departamenio
de captura de datos donde se introduce a la computadora,
Durante {as tres semanas siguientes llegarn las cantidades
siguientes de formularios: semana i, 40000; semana 2,
30000; semana 3, 60000. El SH hace frente a la situacién
mediante la contratacion de empleados que trabajen 40 h por
semana mediante un pago de 200 dolares por semana. La
preparacion de los datos de un formulario requiere 15 min,
y para fa introduccion de datos de un formulario se necesi-
tan 10 min. Se asigna cada semana un empleado a 1a intro-
duccitn de datos o a Ja preparacidn de datos. El Sl debe ter-
minar de procesar todos los formularios al finalizar la semana
5 y desea minimizar el costo para lograr estc objetivo. Plan-
tee un PL mediante la cual se determine cuintos empleados
deben estar trabajando cada scmana y como asignar a los
trabajadores en las cinco semanas proximas.

59 En el circuito elécirico de la figura 11, I, = corrientc
(en amperes) fluye a través del resistor ¢, ¥, = caida de vol-
taje (en volt) en el resistor £, y R, = resistencia (en ohm) del
resistor £. De las leyes del voltaje y la corriente de Kirchofl
seinfiereque ¥V, = Vo = Vay I + [, + [y = I, La ener-
gia que disipa la corriente que fluye por ¢l resistor 7 es PR,
Por la ley de Ohm se infiere que ¥, = IR, Las dos partes
de este problema se deben resolver en forma independiente.
a Suponga que se requicren [} = 4, = 6,13 = 8y
I, = 18. Asimismo, la caida de voltaje en cada resistor
debe estar entre 2 y 10 V. Escoja los valores de R, para
minimizar la energia disipada total. Determine un PL cu-
ya solucion resuefva este problema.
b Suponga que se requieren ¥ = 6, ¥V, = 6, ¥3 = 6,y
V, = 4, Ademds, la corriente que fluye en cada resistor
debe estar entre 2 y 6 amperes. Escoja los valores de R,
para minimizar la energia disipada total. Determine un
PL cuya solucion resuelva este problema. (Sugerencia:
Sea Ri (r = 1,2, 3, 4) las variables de decision.
I
60 El gobierno de Llanview pretende determinar la canti-
dad de jueces necesarios para atender los casos judiciales. Se
estima que durante cada mes del afio, ¢l niimero de horas ju-
diciales necesarias son las que se indican en Ia tabla 84.

FIGURA 11

R‘ - I;
Ry —~ 1 Ry—14
o ANN—-

{Basado en Lanzenauer y col, (1987).
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TABLA 84

fftes : Horas
Enerc 400
Febrero 360
Marzo 200
Abrid 600
Mayo 800
Tunie 00
Julic 200
Aposto 400
Septiembre 300
Octubre 200
Noviembre 106
Dictiembre 300

a Cada jucz trabaja Jos 12 meses y es capaz de darse
abasto para atender a los casos durante {20 horas al mes.
Con el fin de evitar la acumulacion, todos los casos se de-
ben negociar antes de finalizar diciembre. Formule un PL
cuya solucion establezca cudnios jueces necesita Llan-
view.,

I ;Qué tanto cambia la respuesta si cada juez tiene va-
caciones durante un mes al afio?

Grupo C

61" La tienda de departamentos E.J. Korvair tiene 1000
ddlares en efectivo disponible. E.IL, recibird al principio de
cada uno de los seis meses sipuicnies, ingresos y pagard
cuentas segdin se indica en la tabla 85. Es evidente que L.
tendrd un problema de flujo de efectivo de corto plazo hasla
que la tienda reciba ingresos de la tlemporada de ventas de
Navidad. Para resolver este problema E.J. debe pedir dinero
prestado.

Al miciar julio, E.J. podiia pedir un préstamo a seis me-
ses. Cualquier cantidad de dinero que se pida prestado por un
periodo de seis meses se debe pagar al finalizar diciembre
Junto con un interés de 9% (los pagos que se efechien antes
no disminuyen el costo def interés del préstamo). E.J. tam-
bién podria satisfacer sus necesidades de efectivo mediante
un préstamo mensual. Bl dinero que se pide prestado por un
periodo de un mes tiene un costo de intereses de 4% men-
sual. Utilice la programacion lineal para determinar como
E.L puede minimizar ¢l costo de pagar las deudas a tiempo.

TABLA 85

Ingresos Guenlas
Mes (ddtates) (ddlares)
Julio 1000 5000
Aposio 2060 5000
Septiembre 2000 6000
Octubre 4000 2000
Noviembre 7000 2000
Diciembre 000 £000

tRasado en Robichek, ’i'eichroeu.', y Jones (1965).

B2 Oié Onl clubora tres productes: aceite combustible, ga-
salina v combustible para aviones. Los indices promedio de
octano deben ser, por lo menos, de 4.5 para el aceite com-
bustible, 8.5 para la gasoliva y 7.0 para el combustible para
aviones. Olé compra dos tipos de petrélee crudo, crudo |
{12 délares pot barril) y crado 2 (10 ddbares por barnl), pa-
ra fabricar estos productos. Se pueden comprar diariamente
cuando mucho 10000 barrites de cada tipo de crudo.

Antes de que el crudo se utilice para claborar los produc-
105 para la venta se tiene que destilar, Se pueden destilar cuan-
domucho 15000 barriles de crudo, al dia. Destilar un baril de
crudo cuesta 10 centavos. El resultado de la destilacion es co-
nto sigue: (1) cada barrii de crudo | rinde 0.6 de barril de naf-
ia, 0.3 de barrl de destilado 1 y 0.1 de barril de destilado 2. (2)
Cada barril de crudo 2 rinde (.4 de barril de nafia, 0.2 de ba-
rril de destilado 1 y 0.4 de barril de destilado 2. La nafta des-
tilada solo se puede usar para producir gasolina o combustible
para aviones. ] aceile destilado se puede utilizar s6lo en la
produccion de aceile combustible, o se puede procesar en el
desintegrador catalitico (a un costo de 15 centavos por ba-
rril). Cuando mucho se pueden procesar diariamente 5000
barriles de aceite destilado en el desintegrador catalitico.
Cada barril de destilado | que se procesa en el desintegrador
rinde 0.8 de barril de producto de desintegracion o fraccio-
nado 1 v 0.2 de barril de fraccionado 2. Cada barril de desti-
lado 2 que se procesa en cf desintegrador catalitico rinde 0.7
de barril de fraccionado 1 vy 0.3 de barril de fraccionado 2.
Los productos de desintegracion se pueden ulilizar para ela-
borar gasolina y combuslible para aviones, pero no para pro-
ducir aceile combustible.

El indice de oclano de cada tipo de producto es como si-
gue: nafla, 8; destilado 1, 4; destilado 2, 5; fraccionado |, 9;
fraccionado 2, 6.

Todo el aceite combustible que se produce se puede vender
a 14 dolares por bartil; la gasolina producida, a 18 délares por
barril, y el combustible para aviones, a 16 dolares por barril.
Las consideraciones del mercado sefiatan que se deben elabo-
rat todos los dias por to menos 3 000 barriles de cada produc-
to. Plantee un PL para maximizar la utilidad diaria de Ol¢.

63 Donald Rump es el administrador internacional de fon-
dos para Countribank. El trabajo diario de Donald es deter-
minar como los valores en cartera actuales del banco en do-
lares, libras, marcos y yens se debe ajustar para cumphir con
las necesidades diarias de circulante. El tipo de cambio de
Loy entre las distintas monedas se da en la tabla 86. Por
gjemplo, un doélar se puede couvertliv en 0.58928 de libra, o
bien, una libra se puede transformar en 1.697 ddlares.

Al empezar el dia, Countribauk tiene el capital circutanie
que sc indica en la tabla 87.

Al finalizar el dia, Counfribank debe tener por 1o menos
las cantidades de cada moneda que se da en la tabia 88,

TARLA 86

_ _ A .
e Dilares Libyas Warcos Yén
Déolares 1 58928 1.743 138.3
I.ibras 1.697 1 2.9579 234.7
Marcos 0.57372 0.33808 1 79,346
Yen 0.007233 0.004206 .0126 1

*Rasado en Garvin y col. (1957).
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TABLA 87 TABLA 88

. Unidades (en Unidades (en
Moneda  miles de millones) Moneda  miles de miflones)
Dalares 8 Dolares 6
L.ibras | Libras 3
Marcos 8 Marcos 1
Yen 0 Yen 10

F objetivo de Donald es transferir fondos cada dia de (ai
modo que el capital circulante satisfaga los minimos sefala-
dos y maximice el valor def délar del capital circulante at {i-
nalizar el dia.

Para calcular ¢l valor del dolar de, por ejemplo, una libra,
se promedian las dos tasas de conversion. Por fo tanto, una fi-
bra vale aproximadamente

. {
1.697 4 {2”0'58)28} = 1696993 délares
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