ria de lineas de es
ambién teoria de col

Todos nosotros hemos pasado mucho tiempo esperando en una cola. En esle capitulo se es-
tudian cierios modelos matematicos para fas lineas de espera. Se empieza por tratar los tér-
minos que se usan con mayor frecuencia en las lineas de espera en la seccion 20.1. Luego
se examinan algunas distribuciones (las distribuciones exponencial y Erlang) en la seccion
20.2; dichas distribuciones son necesarias para explicar los modelos de lineas de espera. En
la seccion 20.3 se presenta la idea de un proceso de nacimiento-muerte, el cual es basico en
muchos modelos de lineas de espera que requieren distribucion exponencial. Diversos mode-
los de sistemas de lineas de espera se tralan en el resto del capitulo; estos modelos se pue-
den usar para responder preguntas como las siguientes:

&Cuanto tiempo esta ocioso cada servidor?
&Cual es el nimero esperado de clientes presentes en la cola?
&Cudl es el tiempo previsto que un cliente debe pasar en la cola?

1
2
3
4 ¢Cual es la distribucién de probabilidad de la cantidad de clientes presentes en la cola?
5 &Cudl es fa distribucion de probabilidad del tiempo de espera de un cliente?
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Si un gerente de un banco desea tener la certeza de que sélo 1% de todos los clientes
tendra que esperar mas de cinco minutos a que lo atienda un cajero, dcudntos cajeros se
deben emplear?

20.1

Terminologia para las lineas de espera

Es necesario especificar un proceso de entrada y uno de salida para describir un siste-
ma de lineas de espera. Algunos ejemplos de procesos de entrada y de salida se pro-
porcionan en la tabla 1.

Proceso de entrada o llegada

El proceso de entrada se denomina, por lo regular, proceso de llegada. Las llegadas s¢
liaman clientes. En todos tos modelos que se estudian, se supone que no mas de una lle-
gada ocurre en un instante dado. En el caso de un restaurante, es una suposicion irreal.
Si hay mas de una llegada en un instante dado se dice que se permiten llegadas en masa.
Se supone, por lo comin, que el nimero de clientes presentes en ¢l sistema no afec-
ta el proceso de llegada, En el contexto de un banco, esto requeriria que si hay 500 o
cinco personas en el lugar, el proceso que rige las llegadas permanece sin cambios.
Hay dos situaciones comunes en las cuales ¢l proceso de Hepadas podria depender
de la cantidad de clientes presentes. La primera se presenta cuando las llegadas se ex-
traen de una pequefia peblacién. Suponga que hay sélo cuatro barcos en un astillero. Si
los cuatro barcos estan en reparacion, entonces ningiin barco puede estropearse en un
futuro cercano. Por otro lado, si los cuatro barcos estan navegando, existe una probabi-




TABLA 1
Ejemplos de sistemas de colas

Silvacidn Proceso de llegada Prageso de salida
Banco Los clientes llegan al banco Los cajeros atienden a log clienteg
Pizzeria se rectben los pedidos La pizzeria envia al mensajerq
de pizzas a emregar pizzas
Banco de sangre Llegada de sangre Los pacientes utilizan
de un hospital la sangre
Astillero Los barcos que estan navegando Los barcos son reparados
sufren descomposturas y se envian y regresan al mar

al astillero para su reparacion

lidad muy alta de una descompostura en el futuro cercano. Los modeclos en los cuales |ag
llegadas se toman de una pequeiia poblacion reciben el nombre de modelos de origen fi-
nite. Otra situacion en la cual el proceso de llegadas depende de la cantidad de clientes
presentes ocurre cuando la razén a la cual llegan los clientes a cicrla instalacion dismi-
nuye cuando ésta se llena. Por ejemplo, si usted ve que el estacionamiento del banco es-
ta lleno, se retira y va otro dia. Si un cliente llega, pero no entra al sistema, se dice que
el cliente ha renunciado. El fenomeno de la renuncia fue descrito por Yogi Berra cuan-
do dijo: “Ya nadie va a ese restaurante; siempre esta lleno.”

Si el ndmero de clientes presente no afecta al proceso de llegada, entonces se le des-
cribe a éste mediante la especificacion de la distribucion de probabilidad que rige ¢l tiem-
po entre llegadas sucesivas,

Proceso de salida o de servicio

Para describir el proceso de salida (con frecuencia se le llama proceso de servicio) de un
sistema de lineas de espera, se especifica una distribucion de probabilidad —distribucién
del tiempo de servicio— Ia cual rige el tiempo de servicio a un cliente. Se supone que,
en la mayoria de los casos, Ia distribucion del tiempo de servicio es independiente de la
cantidad de clientes presentes. De aqui se infiere que el servidor, o canal, no trabaja mas
rapido cuando hay mnds clientes presentes.

En este capitulo se tratan dos tipos de servidores: servidores en paralelo y servido-
res en serie. Los servidores estén en paralelo si todos oficcen ¢l misnio tipo de servicio
y un cliente sdlo requiere pasar por un servidor para completar el servicio. Por ejemplo,
los cajeros de un banco estan en paralelo: cualquier cliente s6lo necesita ser atendido por
un cajero, y cualquier cajero puede proporcionar el servicio deseado. Los servidores ¢s-
tan en serie cuando un cliente debe pasar por varios servidores antes de terminar ¢l ser-
vicio. Una linea de ensamble es un ejemplo de un sistema de cspera en serie.

Disciplina de las lineas de espera

Para describir por completo un sistema de lineas de ¢spera, se debe describir también Ia dis-
ciplina de las lincas de espera y el modo en el cual los clientes forman las lineas de espera.

La disciplina de las lineas de espera cxplica el método usado para determinar el or-
den con el cual se atiende a los clientes. La disciplina mas comin es la disciplina FCFS
(first come, first served, es decir, al primero que llega se Ie atiende primero), en la cual se
aliende a los clientes segiin el orden en que llegan. En la disciplina LCFES (fast conte,

Jirst served, el dltimo en llegar es el primero en salir}, las llegadas mas recientes son los

primeros en entrar al servicio. Si se considera la salida de un elevador COINO N Serviclo,
entonces un elevador lleno ilustra una disciplina LCFS. El orden en el cual los clientes
llegan no afecta, algunas veces, el orden en el cual son atendidos. Bste seria el caso cuan-




do cf siguiente cliente en pasar al servidor es elegido en forma aleatoria de entre los clien-
tes que estan csperando atencion. A esta situacion se le denomina disciplina STRQ {ser-
vice in random order, servicio en orden aleatorio). Cuando a una persona que tlama a una
aerolinea se Je hace esperar, la suerte determina con frecuencia quién serd la siguiente
persona en ser atendida por un opetador.

Se consideran, por iiltimo, las disciplinas de prioridad en las colas. Una disciplina de
prioridad clasifica cada llegada en una categoria. Cada categoria recibe luego un nivel
de prioridad, y dentro de cada nivel de prioridad, los clientes entran al servicio de acuer-
do a FCFS. Las disciplinas de prioridad se usan a menudo en salas de urgencia con el
objeto de determinar el orden en el cual los pacientes reciben atencion, asi como cn las
instalaciones de copiado y para compartir computadoras, donde la prioridad se da a traba-
jos con tiempos de proceso mas cortos.

Método usado para que las llegadas se sumen a las colas

Otro factor de gran efecto en el comportamicnto de los sistemas de las lineas de espera

es el método que los clientes utilizan para determinar a qué cola sumarse. Por ¢jemplo,

en algunos bancos, los clientes deben formar una sola cola, pero en otros bancos los clien-
tes eligen la cola en la que desean formarse. Cuando hay varias colas, los clientes se for-
man en fa mas corta. En muchas situaciones, por ejemplo en el supermercado, es dificil
definir cudl es la cola méas corta. Si hay varias colas, es importante saber si se permile a
los clientes cambiarse de cola o adelantarse en la cola. En la mayor parte de sistemas de
lineas de espera con varias colas estd permitido adelantarse en la cola, pero no se reco-
mienda hacerlo en una caseta de cobro.

20.2

Modelado de procesos de llegada y servicio

Modelado de procesos de llegadas

Como ya se menciond, suponemos que la mayor parte de las Hlegadas ocurre en un instan-
te dado. Definamos #; como el tiempo en el cual llega el i-ésimo cliente. Observe la figu-
ra | para ejemplificar lo anterior. Para / = 1, definimos 7; = f;44 — 4 como ¢l i-ésimo
tiempo cntre llegadas. Por lo tanto, en la figura, T, =8—3=5y0l=15~8="TAI
modelar ¢l proceso de llegadas, suponemos que las 7; son variables continuas, aleatorias ¢
independientes descritas por la variable aleatoria A. La suposicién de independencia sig-
nifica, por ejemplo, que el valor de 75 no afecta al valor de T, 74 o cualquier otra 17 su-
perior. La suposicién de que cada 7; es continua es, por lo regular, una buena aproxima-
cién de Ia realidad. Después de todo, un tiempo entre llegadas no necesita ser exactamente
de uno o dos minutos; podria ser con toda facilidad 1.55892 minutos. La suposicién de
que cada tiempo entre Hegadas esta regido por la misma variable aleatoria, implica que la
distribucién de llegadas es independiente del momento del dia o del dia de 1a semana. Es-
ta es la suposicién de los tiempos estacionarios entre llegadas. Debido a fenémenos como
las horas pico, esta tltima suposicion es a menudo irreal, pero podriamos aproximarnos
con fiecuencia a la realidad descomponiendo la duracién del dia en segmentos. Por ¢jem-
plo, si estuviéramos modelando ¢l flujo del trénsito, podriamos descomponer el dia en
tres partes: un segmento de horas pico por la mafiana, un segmento a mediodia y otro
por la noche. Durante cada uno de estos segmentos los tiempos entre llegadas podrian
ser estacionarios:

Suponemos que A tiene una funcion de densidad a(f). Segin la seccion 12.5, para At
pequefias, P(f = A =t + Afjes de alrededor Afa(f). Naturalmente un tiempo entre lle-
gadas negativo es imposible. Todo esto nos permite escribir:
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FIGURA 1
Definicion de tiempos
entre llegadas
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Definnmos + como el tempo medio o promedio entre llegadas. Sin perder la generalidad,
stponemos que el tiempo se mide en unidades de horas. Entonces, las unidades de '\ S0
horas por llegada. Segun {a seecion 12,5, podriamos estimar % a partir de (/) mediante

la ecuacion siguiente:

; o
/\4 = f“ fa(n)d ‘ @

Definimos A como la tasa de legadas, la cual tienc unidades de llegadas por hora.

En la mayor parte de las aplicaciones de lineas de espera, un aspecto importante es ¢b-
mo escoger A de tal manera que refieje la realidad y siga siendo manejable desde el punto
de vista del cateulo. La eleccion més comiin para A es la distribucién cxponencial, Una
distribucion exponencial con parametro A tiene una densidad a(fy = Ae™™. En la fipura 2
se ilustra la funcidn de densidad para una distribucién exponencial. Se observa que (/) dis-
minuye con rapidez para 7 pequefias. Esto quicre decir que son improbables los ticmpos en-
tre llegadas muy grandes. Se puede demostrar, mediante la ceuacion (2) v la integracion
por partes, que ¢l tiempo medio o promedio entre llegadas (llamelo E(A)) esta dado por

l
E(A) = — 3
(A) A &)
Debido al hechio de que var A = E(A®) ~ E(AY, es posible demostrar que

var A = }15 {4)

Propiedad de carencia de memoria de ia distribucion exponencial

La razén de que la distribucién exponencial se use a menudo para modelar los tiempos
entre Hegadas se encuentra en el lema siguiente.

Si A tiene una distiibucion exponencial, entonces para todos los valores no negati-
vosde iy h,

PA>1+hAzD=PA>TN) (8)
Demostracian  Observe primero que por la ecuacién (1) se tiene
PA > )= f Ae M = [—e M = oM ©)
h

Entonces, .
PA>t+hMN A=)
P(A = 1)

PA>t+ A =1 =
Sepin (6)
PAZ1+hNA=)=e T v pAz =M

Por lo tanto,
— A+

P(A>f+h|A21):e—e;{\f—u=e_“’=P(A>h)




FIGURA 2
Funcidn de densidad
de la distribucion
exponencial
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Puede demostrarse que ninguna otra funcién de densidad puede cumplir con {5) (ver
Feller, 1957). Por razones quc son naturales, una densidad que satisface (5) tiene la propie-
dad de carencia de memoria. Suponga que nos advierten que 1o ha habido llegada algu-
na en las Gltimas ¢ horas (equivale a que nos digan que A = 1) y que nos preguntan cudl es
la probabilidad de que no haya llegadas duranie las siguientes h horas (es decir, A > 1 +
#1). Entonces s¢ infiere de (5) que esta probabilidad ro depende del valor de 1,y para todos
los valores de ¢, esta probabilidad es igual a P(A = I1). BEn resumen, si sabemos que han
transcurrido por lo menos ¢ unidades de tiempo desde que ocurrié 1a Gltima itegada, enton-
ces la distribucion del ticmpo restante hasta la siguiente llegada (/1) no depende de 1. Por
ejemplo, si # = 4, entonces (5) genera, para f = 5, = 3,1 = 2yvi=10,

P(A>9§A::5)=P(A>7]Az3)=P(A>6|A22)
—PA>4A=0) = M

La propiedad de carencia de memoria de la distribucion cxponencial es importante por-
que implica que si queremos conocer Ja distribucién de probabilidad det tiempo hasta la
llegada siguiente, entonces no importa cudnto tiempo ha transcurrido desde la ltima lle-
gada. En términos concretos, suponga que los tiempos entre llegadas estan distribuidos
en forma exponencial con A = 6. Entonces, s¢ infiere de la propiedad de carencia de me-
moria que no importa cuénto tiempo transeurtié desde la tltima flegada, la distribucion
de probabilidad que rige el tiempo hasta la ilegada siguiente tiene la funcién de densidad
de 6. Esto significa que para poder predecir patrones de legadas futuras no necesita-
mos rastrear cuanto ha pasado desde la tltima flegada. Esta observacion puede simplificar
notoriamente el analisis del sistema de lineas de espera.

Para saber qué tiempo pasé desde la dltima legada si afecta fa distribucion del tiem-
po hasta la llegada siguiente en la mayor parle de las situaciones, suponga que A es dis-
creta con P(A = 5) = P(A = 100) = % Si nos avisan que no ha habido llegadas duran-
te las Gltimas seis unidades de tiempo, sabemos con cerfeza que hay 100 — 6 = 94
unidades de tiempo hasta la siguiente llegada. En cambio, si sabemos que no ha habido
llegadas durante la itima unidad de tiempo, entonces hay alguna probabilidad de que el
tiempo hasta la siguiente llegada sca 5 — i = 4 unidades de tiempo y alguna probabili-
dad que sera de 100 — 1 = 99 unidades de tiempo. Por lo tanto, en esta situacion, la dis-
tribucién de tiempo siguiente entre Hegadas no s¢ puede predecir con facilidad cuando s¢
sabe qué tiempo transcurrié desde la Gltima llegada.

Relacién entre la distribucion Poisson y la distribucién exponencial

Si los tiempos entre llegadas son exponenciales, la distribucion de probabilidad de la can-
tidad de llegadas que suceden en cualquier intervalo de duracién ¢ esta dada por el im-
portante teorema siguiente:

STEOREMA Y o

Los tiempos entre llegadés son éxponenciales,’ con el pardmetro A, si y solo si la
cantidad de Hlegadas en un intervalo de duracién ¢ sigue una distribucion Poisson
con pardmetro Af.
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Una varable discreta aleatoria N sigue una distribucién de Poisson con pardmetro
s,paran = 0, 1,2, ..,

.

P& =m = (n=1=01,2,..) (n

1!
51 N es una variable aleatoria tipo Poisson, se puede demostrar que L(N) = var N = )

S1 definimos N, como ta cantidad de llegadas que ocurre durante cualquier intervalo de
duracion 4, el teorema 1 establece que

e----/\r(A’)n

P(M, = n) =
!

(n=0,1,2,...)

Come N, es Poisson con parametro A4 AL £(N,) = var N, = Az Un promedio de Ay
llegadas se presenta durante un intervato de duracién ¢, de modo que se podria pensar que
A es el promedio de [legadas por unidad de tiempo, o bien, tasa de Hegadas.

¢ Qué suposiciones se requieren para que los tiempos entre llegadas sean exponencia-
les? El teorema 2 oftece parte de la respuesta. Piense en fas sigutentes dos suposiciones:

1 Las llegadas definidas en intervalos de tiempos que no se traslapan son independien-
tes (por ejemplo, las ilegadas que se presentan entre los tiempos 1y 10 no ofrecen ifor-
macién acerca del nimero de llegadas entie los tiempos 360 y 50).

2 Para At pequeiias (y cualquier valor de f), la probabilidad de que s¢ presente una lle-
gada entre los tiempos ¢ + At es AM + o(A/), donde o(Af) se refiere a cualquier canti-
dad que satisfaga

lim od) _ 0

a—0 Al

Asimisino, la probabilidad de que no haya ninguna llegada durante el intervalo entre ¢ y
t+ Ares | — AAr + o{Ar), v la probabilidad de que haya mas de una llegada entre
{1y 1+ Afeso(An.

81 las sup051010nes 1y2se sost1enen entonces N sigue una dIS[[‘IbUCIOIl Poisson
~con- parameuo Ay los tiempos entre llegadas son exponenciales con paramelm A
€8, dccu a(t) = Ae

En esencia, el teorema 2 establece que si la tasa de llegadas es estacionaria, si las lle-
gadas en masa no ocurren y si las Hegadas anteriores no afectan las llegadas futuras, en-
tonces los tiempos entre llegadas siguen una distribucion exponencial con parametro A, y
la cantidad de Hepadas en cualquier tiempo de duracion / es Poisson con pardmetro Al
Las suposiciones del teorema 2 podrian parecer demasiado restrictivas, pero los tiempos
enlre llegadas son, con frecuencia, exponenciales incluso si las suposiciones del teorema
2 no se satisfacen (véase Denardo (1982)). La manera en que se usan los datos para pro-
bar si la hipdtesis de los tiempos entre liegadas exponenciales es razonable, se estudia en
Ja seccion 20.12. En muchas aplicaciones, resulta que la suposicion de los tiempos entre
ilegadas exponenciales es una muy buena aproximacion de la realidad.

Calculo de las probabilidades de Poisson y exponenciales mediante Excel

Excel contiene funciones que facilitan el calculo de las probabilidades que se relacionan
con las variables (ipo Poisson y las variables exponenciales aleatorias.
La sintaxis de la funcion POISSON de Excel es la que se indica:

=POISSON(x,MEAN, TRUE) encuentra la probabilidad de que una variable alea-
toria de Poisson con media — Media sea menor que o igual a x.



FIGURA 3

Poissexp.xls
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m =POISSON(x,MEDIA FALSO) =POISSON{(x,MEAN,FALSE) en ¢l programa en
inglés] obtiene la probabilidad de que una variable aleatoria de Poisson con media
= Media sea igual a x. '

Por ejemplo, si un promedio de 40 clientes llega en una hora y las llegadas siguen una
distribucion Poisson, entonces la funcion =POISSON(40,40,VERDADERO) {(=POIS-
SON(x,MEAN,TRUE) en ¢l programa en inglés] da la probabilidad .542 de que 40 o me-
nos clientes lleguen durantc una hora. La funcién =POISSON(40,40,FALSE} da la pro-
babilidad.063 de que exactamente 40 clientes llegan durante una hora.

La sintaxis de la funcién de Excel EXPONDIST es como se indica

u —=DISTR.EXP(x,LAMBDA,VERDADERO) [=EXPONDIST(x,L,AMBDA,TRUE)
en el programa en inglésj da la probabilidad de que una variable aleatoria exponencial
con parametro A asuma un valor menor que o igual a x.

m =DISTR.EXP(x,LAMBDA FALSE) [-=EXPONDIST(x,LAMBDA,FALSE) en el
programa en inglés] da el valor de la funcidn de densidad para una variable aleatoria
exponencial con parametro A.

Por ejemplo, suponga que el tiempo promedio entre las llegadas siguen una distribucion
exponencial con media 10. Entonces A = 0.1 y =DISTR.EXP(10,0.1, VERDADIERQ) =
EXPONDIST(10,0.1, TRUE) da la probabilidad .632 de que el tiempo entre llegadas es 10
min 0 menos,

La funcion =DISTR.EXP(10,0.1,FALSO) =EXPONDIST(10,0.1,FALSE} da el valor
.037 de la funcién de densidad para x = 10y A = 0.1, Véase el archivo Poissexp.xls y la
figura 3.

Por medio del ejemplo 1 se ilustra la relacién entre las distribuciones exponencial y de
Poisson,

“Pedidos de cerveza . = o i

ETEJEMPLO.

Solucién

La cantidad de vasos de cerveza ordenada por hora en la cantina de Dick sigue una dis-
tribucién Poisson, con un promedio de 30 cervezas pedidas por hora,

1 Estime la probabilidad de que se pidan exactamente 60 cervezas entre las 10 y 12 de
la noche.

2 Encuentre la media y la desviacion estandar de la cantidad de cervezas pedidas entre
las9 PM y la 1 AM,

3 Determine la probabilidad de que el tiempo entre dos pedidos consecutivos esta entre
1 y 3 minutos.

1 La cantidad de cervezas pedida entre 10 y 12 de Ia noche, se apega a una distribucién
de Poisson con parametro 2(30) = 60. Segin la ecuacion (7), la probabilidad de que se pi-
dan 60 cervezas entre las 10 y las 12 de la noche es
67606060

60!



Otra manera de hallar la respuesta es con [a funcion de Excel =POISSON(60,60,FA] -
S0). Ast se obtiene 051,

2 Resulta que A = 30 cervezas por hora; ¢ = 4 horas. Por lo tanto, la media de cerve.
zas ordenada entre las 9 PM y la | AM es 4(30) = {20 cervezas. La desviacion estanday
de la cantidad de cervezas ordenadas entre 10 PM y 1 AM es (120)'? = 10.95.

2 Sea X el iempoe (en minutos) entre fos pedidos sucesivos de cerveza. El nimero pro-
medio de pedidos por minuto es exponencial con parametro o razon % = 0.5 cerveza por
minute. Por lo tanto, la funcidn de densidad de la probabilidad del tiempo que transcurre
entre pedidos de cervezas 0.5¢7 """, Entonces

PO =X =3 = [ 05 dr=e ™ ' = 33
i

También se puede usar Excel para determinar la respuesta con la formula
EXPONDIST(3,0.5TRUE ~EXPONDIST(1,0.5TRUE)

=DISTR.EXP(3,0.5, VERDADERQO)—DISTR.EXP(1,0.5, VERDADER()
Con esto se obliene una probabilidad de .383.

rox

Distribucion de Erlang

Si los tiempos entre llepadas no parecen ser exponenciales, entonces se modelan, con fre-
cuencia, con la distribucion Erlang. Una distribucion Erlang es una variable aleatoria con-
tinua (ltamela T) cuya funcion de densidad f{f) se especifica mediante dos parametros: un
parametro de proporcionalidad R y un parametro de forma k (k debe ser un entero posi-
tivo). Dados los valores de R y £, ta densidad Erlang ticne la fimcion de densidad de pro-
babilidad siguiente:

e
R@E)™ e
(k— 1)
Si se aplica la integracion por partes, es posible demostiar que si T es una distribucion

Erlang con parametro de proporcionalidad X y parameire de forma %, entonces

E(T) = L3 y var T = —k; ®
- R R

Con el objeto de ver la manera cn que al modificar el parametro de forma cambia ia for-
ma de la distribucion Erlang, considere, para un valor dado de A, una familia de distribu-
ciones Erlang con parametro de proporcionalidad kA y parametro de forma 4. Segin (9),
cada una de estas Erlangs tiene una media de % A medida que k varia, ta distribucion Er-
lang adopta varias formas. Por ejemplo, en la figura 4 se puede ver que para un valor da-
do de A, las funciones de densidad de las distribuciones Erlang tienen pardmetros de for-
ma 1, 2,4, 6y 20. Para k = 1, la densidad Erlang cs similar a una distribucion exponencial;
de hecho, si se fija & = 1 en (8), se encuentra que para k = 1, la distribucion Erlang es
una distribucion exponencial con pardmetro R. A medida que & aumenta, la distribucion
Erlang se comporta cada vez mas y mas como una disiribucion normal. Para valores ex-
tremadamente grandes de 4, la distribucion Erlang se aproxima a una variable aleatoria
con varianza cero (es decir, un tiempo constante entre llegadas). Por lo tanto, al variar &
nos podriamos aproximar tanie a la distribucion sesgada como a la simétrica.

Se puede demostrar que una distribucion Erlang con pardmetro de forma k y pardme-
tro de proporcionalidad kA tiene la misma distribucion que la variable aleatoria A, + Az
+ - - 4+ Ay donde cada A; es una variable aleatloria exponencial con parametro AA, Y
las A; son variables aleatortas independientes.

Si modelamos los tiempos entre llegadas como una distribucion Erlang con pardmetto
de forma k, lo que realmente decimos es que el proceso entre llegadas equivale a que un
cliente pase por k fases (cada una de las cuales posee la propiedad de carencia de memo-

Jin = (r=10) {8)




FIGURA 4
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ria) antes de llegar. Por esta razon, ¢l parametro de forma se conoce con frecuencia co-
mo el mimero de fases de la distribucion Erlang.

Modelado del proceso de servicio

Dirija su atencion al modelado del proceso de servicio. Suponga que los tiempos de ser-
vicio de clientes distintos son variables aleatorias independientes, y que cada tiempo de
servicio para cada uno de los clientes esta regido por una variable aleatoria S cuya funcion
de densidad es s{f). Sea L# el tiempo de servicio medio de un cliente. Naturalmente,

LI J ts(n)dt
1 0

Las unidades de la variable ‘; son horas por cliente, de modo que las unidades de p son
clientes por hora. Por esta razon, a u se le llama tasa de servicio. Por ejemplo, i = 5 sig-
nifica que si siempre hubiera clientes presentes, el servidor podria atender a un promedio
de cinco clientes por hora, y el tiempo promedio de servicio a cada cliente seria ’3 hora.
Al igual que en los tiempos entre llegadas, esperamos que sea posible modelar con pre-
cision los tiempos de servicio como variables aleatorias exponenciales. Si es posible mo-
delar el tiempo de servicio de un cliente como una variable aleatoria exponencial, enton-
ces usted podré determinar la distribucion del tiempo de servicio restante de un cliente
sin tener que rastrear cuanto tiempo estuvo en servicio el cliente. Observe también que si
los tiempos de servicio siguen una densidad exponencial s(f) = pe *, entonces el tiem-
po de servicio medio de un cliente serd ﬁ

Con el objeto de cjemplificar ¢l modo como la suposicion de los tiempos de servicio
exponenciales simplifica los célculos, considere un sistema de fres servidores en el cual
cada tiempo de servicio del cliente estd regido por una distribucion exponencial s(fy =
,we—"”. Suponga que los tres servidores estan ocupados, y que uil cliente esta esperando
(véase figura 5). ;Cudl es la probabilidad de que ol cliente que esta esperando sea el ul-
timo de los cuatro clientes para completar ¢l servicio? Segin la figura 5, €8 evidente que
ocurrira lo siguiente: Uno de los clientes 1 a 3 (digamos, el cliente 3) serd el primero i
completar €l servicio. Luego el cliente 4 entrara al servicio. Por Ja propiedad de carencia
de memoria, el tiempo de servicio del cliente 4 tienc Ja misma distribucién que los tiem-
pos de servicio restantes de los clientes 1 y 2. Por lo tanto, por simetria, los clientes 4, 1
y 2 tendréan la misma oportunidad de ser el altimo cliente en completar el servicio. Esto
quiere decir que el cliente 4 tiene % de probabilidad de ser ol titimo en completar el ser-
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vicio. Sin la propiedad de carencia de memoria, seria dificil de resolver este problema
porque habria dificullades para determinar Ia distribucion de probabilidad del tiempo de
servicio restante (después de que el cliente 3 completa el servicio) de los clientes 1 y 2.

Infortunadamente, los tiempos de servicio reales podrian no ser consistentes con la
propiedad de carencia de memoria. Por esta razon suponemos, con frecuencia, que s(f) es
una distribucion Erlang con pardmetro de forma & y parametro de proporcionalidad kp..
De acuerdo con (9}, tenemos un tiempo de servicio medio de ﬁ Modelar los ticmpos de
servicio como una distribucion Erlang con parametro de forma k& también implica que el
tiempo de servicio de un cliente se podria considerar como un pasaje por k fases de ser-
vicio, en el cual el tiempo para terminar cada fase tiene la propiedad de carencia de me-
moria y una media de —k_if (véase figura 6). En muchas sifuaciones, la distribucion Erlang
se pucde ajustar estrechamente a los tiempos de servicio observados.

A veces los tiempos entre llegadas o de servicio se pueden modelar como si tuvieran
vatianza cero; en este caso, los tiempos entre llegadas o de servicio se consideran como
deterministas. Por cjemplo, si los tiempos entre llegadas son deterministas, entonces ca-

1

da tiempo entre legadas sera exactamente -, y si los tiempos de servicio son determinis-

tas, el tiempo de servicio de cada cliente serd exactamente i

Notacion de Kendall-Lee para los sistemas
de lineas de espera

Ya se desatrolld terminologia suficiente para describir la notacion estandar utilizada con
el fin de representar muchos sisteinas de lineas de espera. La notacion que s¢ estudia en
esta seccion sirve para caracterizar un sistema de lineas de espera en el cual todas las lle-
gadas esperan en una sola cola hasta que estd libre uno de los s servidores paralelos iden-
ticos. Luego el primer cliente en la cola entra al servicio, y asi sucesivamente (véase fi-
gura 7). Por ejemplo, si el cliente en el servidor 3 es el siguiente para completar el
servicio, entonces (si se supone una disciplina FCFS) el primer cliente en la cola entra-
ria al servidor 3. El cliente siguiente en la cola entraria al servicio luego de finalizar ¢l
servicio siguiente, elcétera.

Kendall (1951) diseii6 fa notacion siguiente para representar dicho sistema de lincas
de espera. Cada sistema de lineas de espera sc describe mediante seis caracteristicas:

1/2/3/4/5/6
Empieza cl S ] -" IR Ternina
servicio Faseil ;. :I?asc Rt e Ff‘?ck el servicio
Exponencial Exponencial . Exponencial
con media con media con media
1kp 17kp ks
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FIGURA 7
gistema de una sola Servidor 3
linea de espera con
servidores paralelos

La primera caracteristica especifica la naturaleza del proceso de licgada. Se atilizan las
abreviaturas estindar siguientes:

M = Los tiempos entre llegadas son variables aleatorias independientes € idéntica-
mente distribuidas (iid) cuya distribucion es exponencial.

D = Los tiempos entre llegadas son iid y deterministas.

E, = Los tiempos enire {legadas son Erlangs jid con parametro de forma k.

GI = Los tiempos entre llegadas son iid y estan regidos por alguna distribucion ge-

neral.
I.a segunda caracteristica especifica la naturaleza de los tiempos de servicio:

M = Los tiempos de servicio son iid y estan distribuidos exponencialmente.

D = Los tiempos dé servicio son jid y deterministas.

E, = Los tiempos de servicio son Erlangs iid con parametro de forma k.

G = Los ticmpos de servicio son iid y estén regidos por alguna distribucion general.

Ia tercera caracteristica es la cantidad de servidores en paralelo. La cuarta caracteristica
es la disciplina de las lineas de espera:

FCFS = El primero en llegar, primero en ser atendido
LCFS = El altimo en entrar, primero en salir
SIRO = Servicio en orden aleatorio

GD = Disciplina general de lineas de espera

La quinta caracteristica especifica el nimero maximo admisible de clientes en ¢l sis-
tema (incluidos los clientes que estan esperando y los que estan en servicio). La sexta ca-
racteristica da el tamaiio de la poblacién de donde se extraen los clientes. A menos que
1a cantidad de clientes potenciales sea del mismo orden de magnitud que el nimero de
servidores, la poblacion se considera infinita. En muchos modelos importantes 4/5/6 es
G Dieofoo, Si asi sucede, entonces 4/5/6 se omite, a menudo.

Como cjemplo de esta notacion, M/E,/8/FCFS/10/e podria representar una clinica con
ocho médicos, tiempos entre llegadas exponenciales, tiempos de servicio de Erlang de dos
fases, una disciplina de lineas de espera FCFS y una capacidad total de 10 pacientes.

Paradoja del tiempo de espera

Esta seccién finaliza con un breve analisis de una paradoja interesante conocida como pa-
radoja del tiempo de espera. o
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Suponga que el tiempo enlre la llegada de autobuses al centro de estudiantes esta dis.
trtbuida en forma exponencial, con una media de 60 minutos. Si arribamos al centro e
estudiantes en un instante elegido al azar, ;jcual s el tiempo promedio que tendremos que
esperar ¢ aulobus?

De la propiedad de carencia de memoria de la distribucidn exponencial, se infiere que no
nmporta cuanto tiempo paso desde que el ultimo autobis llegd, esperartamos un promedio
de 60 minutos hasta que el siguiente autobus llegue. Esta respuesta es, en realidad, correc.
{a, pero parece contradecirse con el razonamiento siguienie. En promedio, alguien que arri-
ba en un tiempo aleatorio debe hacerlo a la mitad de un intervalo representativo entre llepa-
das de autobuses sucesivos. Si Hegamos en el punto medio de un intervalo representativo, y
el ilempo promedio entre autobuses es 60 minutos, entonces tendremos que esperar, en pro-
medio ( )60 = 30 minutos, a que llegue el autobus siguiente. ;Por qué este razonamiento es
mcouccto? Simplemente porque el intervalo representativo entre autobuses es mas de 60 mi-
nutos. La razon de esta anomalia es que lo mas probable es arribar a un intervalo mas am-
plio que a uno mas corto. Simplifiquemos la situacion suponiendo que la mitad de todos los
autobuses van separados 30 minutos, y que la mitad de todos los autobuses van 90 minu-
tos separados. Uno podria pensar que como el tiempo promedio entre autobuses es 60 mi-
nutos, la espera promedio pata que llegue un autobis seria ( 60 = 30 minutos, pero esto
es incorreclo. Examine una secuencia representativa de los tiempos entre llegadas del au-
tobuis (véase figura 8). La mitad de los tiempos enire llcgad'ls son de 30 minutos, y la mi-
tad son de 90 minutos. Evidentemente, hay 30 +90 = = (le probabilidad de que un autobus
llegara durante un tiempo entre llegadas de 90 mmutos y una probabilidad de 2 30 mo = };
de que llegue uno en un ticmpo entre llegadas de 30 minutos. Por fo tanto, la dimension
promedio del tiempo entre Hegadas en el cual un cliente lega es (%)(90) -+ (%)(30) =
minutos. Como lleg'nnos en promedio, a la mitad de un tiempo entre Hegadas, 1a espera
pramedio es ( )( 190 + (31)(-5—)30 = 37.5 minufos, la cual es mayor de 30 minufos.

Regiesemos '11 caso donde los tiempos entre llegadas son exponenciales con media de
60 mintos, entonces ¢l tamadsio promedio de un tiempo entre llegadas wepresentativo cs
de 120 minutos. Por o tanto, el tiempo promedio que tendremos que esperar un autobus
cs3 (2)(120) 60 minutos. Observe que si los aulobuses flegan siempre cada 60 minutos,
cnfonces el tienpo promedio que una persona lendiia que esperar un aulobus seria (2)(60)
= 30 minutos. En general, se puede demostrar que si A es la variable aleatoria para el ticm-
po entre autobuses, entonces el iempo promedio hasta ¢l autobiis siguiente (segiin se ve por
wna llegada que es igualmente probable que ocuira en cualquier momento) se obtiene con

1 (E(A) L oar A)

2 E{A)
Por lo que se refiere al ejemplo de los autobuses, A = 60, de modo que las ecuaciones (3)
y (4) muestran que £{A) = 60 minutos y var A = 3 600 wminutos. Al sustituir en la formu-
la se tiene,

Tiempo de espera previsto = %(60 + % = 60 min

PROBLEMAS

Grupo A
1 Suponga que llego a un sistema de lineas de espera tes de por lo menos uno de los siete clientes que estén en
MIM/T/FCFS/8/e= cuando todos los servidores estdn ocupa- servicio?

dos. ;Cual es la probabilidad de que complete el servicio an-
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9 Fl tiempo cnire autobuses sigue la funcion de masa de
Ja tabla 2. (Cudl es ¢l tiempo promedio gue uno debe espe-
ar un autobtis?
3 Hay cualro secciones del tercer grado en fa escuela prima-
ria Jefferson. Los alumnos que hay en cada seccion S¢
sehalan enseguida: seceion 1, 20 estudiantes; seccion 2, 25 es-
mudiantes; seccién 3, 35 estudiantes; seccion 4, 40 estudiantes.
;Cudl es el tamanio promedio de una seccidn del tercer grado?
Suponga que cl consejo de educacion selecciona en forma
aleatoria una alumna de tercer grado de 1a escuela JetTerson,
£n promedio, gouantos estudiantes estaran en esa clase?
4 E! tiempo entre liegadas de autobuses sigue una distri-
bucion exponencial con una media de 60 minutos.

g Acaba de legar un auiobis. ;Cudl es fa probabilidad
de que sea 30 0 90 minutos anies de que llegue cf si-
guiente autobis?

5 Durante ¢l afio 2000 bubo un promedio de .022 acciden-
tes automovilisticos por persona cn Estados Unides.
Aplique to que sabe de fa variable aleatoria tipo Poisson,
y explique la verdad del enunciado: “La mayoria de los
conductores es mejor que el promedio™.

6 Suponga quc s igualmente probable que un vuelo de
avion esté 50, 60, 70, 80 o 90% lleno.

a ¢Qué fraccion de asientos estd liena en un vuelo re-
presentativo? A €sto s¢ le conoce como el factor de
carga del vuelo.

b Siempre nos Guejamos que nunca hay asientos en
nuestros vuelos, Dada la informacién anterior, /cual
es el factor de carga promedio en un viaje por avién
que yo tome?

7 Llega un promedio de 12 trabajos por hora a nuestra im-
presora del departamento.

a Determine la probabilidad de que ningan trabajo lie-

gue dusante los siguientes 15 minuios mediante dos

a ;Cual es la probabilidad de que exaclamente cuatro cAleulos distintos (uno que utilice ta variable de Pois-
autobuses ieguen durante las 2 horas siguientes? son y ofro la variable aleatoria exponencial).
b Y de que por lo menos dos autobuses arriben durante b ;Cudlesla probabilidad de que cinco o menos tra-
las 2 horas siguientes? bajos Heguen durante los siguicntes 30 minutos?
¢ .Y de que no Ilegue ningdn autobiis en las 2 horas si-
guientes?

20.3 Procesos de nacimiento y muerte

La idea importante del proceso de nacimiento y muerle sc analiza en esta seccion. Poste-
riormente se usan los procesos para confestar preguntas relacionadas con diferentes tipos
de sistemas de lincas de espera.

Definimos el nimero de personas presentes en un sistema de lineas de espera en el
tiempo f como el estado del sistema de lineas de espera en el tiempo . Para t = 0, el es-
tado del sistema es igual al nimero de personas que estan inicialmente en el sistema. La
cantidad P{f) es de gran interés para este analisis, y se define como la probabilidad de
que j personas estén presentes en €l sistema de tineas de espera en cl tiempo 7, dado que
en el tiempo O estan presentes 7 personas. Observe que P(f) es analoga a la probabilidad
de transicion de n pasos Py{(n) (la probabilidad de que después de n transiciones, una ca-
dena de Markov esté en el estado /, dado que la cadena empezd en ¢l estado i), tratada en
el capitulo 17. Recuerde que para la mayor parte de las cadenas de Markov, la Pifn) se
aproxima al limite 7, ol cual es independiente del estado inicial i. De ignal manera, ic-
sulta que para muchos sistemas de lincas de espera, Pt} se aproximard al {imite 1; pa-
va t grandes; 77; €8 independiente del estado inicial ;. Denominamos a 7; como estado es-
table, o probabilidad de equilibro, del estado J.

Por lo que toca a los sistemas de lineas de espera que frataremos, € podria pensar que
mes la probabilidad de que j clientes estén presentes en un instante en el futuro distante.
Otra posibilidad es que podriamos considerat a (para un ticmpo en ¢l futuro distante)
como la fraccion del tiempo en que f clientes estan presentes. En la mayor parte de los sis-
temas de lineas de espera, ¢l valor de Pi(f) para { pequefias dependera en forma decisiva
de i, 1a cantidad de clicntes presentes al inicio. Por cjemplo, si f es pequeiia, cntonces €s-
perariamos que Psoa() Yy Pra(®) fueran muy distintas, No obstante, si existen las probabi-
lidades de estado estable, entonces para uha t grande, tanto Psg1(f) como P 1(f) estaran
cercanas a ;. Es dificil de contestar cuan grande debe ser ¢ antes de alcanzar en forma
aproximada el estado estable. El comportamiento de P;{f) antes de alcanzar el estado es-
table se llama comportamiento transitorio del sistema de lineas de espera. El analisis del
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comportamiento transitorie del sistema se trata en la seccion 20.16. Por ahora, al analizay
el comportamiento de un sistema de lineas de espera, supondremaos que el estado estable
ya se alcanzd. De esta manera podemos trabajar con #; y no con Pi{n).

Se trata enseguida una cierta clase de procesos estocasticos de tiempo continuo, deno.-
minados procesos de nacimiento-muerte, os cuales comprenden muchos sistemas intere-
santes de sistemas de lineas de espera. Por lo que se refiere a un proceso de nacimiento-
rmuerte, ¢s facil determinar las probabilidades de estado estable {si acaso existen).

Un proceso de nacimiento-muerte es un proceso estocastico de tiempo continuo pa-
ra el cual el estado del sistema, en cualquier momenio, es un entero no negativo (véase
una definicion de proceso estocastico de tiempo continuo en la seccion 17.1). Si un pro-
ceso de nacimiento-muerte esta en el estado 7 en el tiempo ¢, entonces el movimiento del
proceso se rige por las leyes siguientes.

Leyes de movimiento para los procesos de nacimiento-muerte

Ley 1 Un nacimiento ocurre enfre el tiempo ¢ y et tiempo 1 + A con probabilidad N+
o(Af)." Tl estado del sistema incrementa en I, hasta j + 1, com un nacimienio. La varia-
ble A; se denomina tasa de nacimientos en el estado ;. En la mayor parte de los sistemas
de lmeas de espera un nacimiento es simplemente una llegada.

Ley 2 Una muette ocurre entre el tiempo ¢ y el tiempo ¢ + At con probabilidad pAr +
o(Ar). Ll estado del sistema disminuye en I, hasta j — 1, con una muerte. La variable Hy
se denomina (asa de mortalidad en ¢l estado j. En la mayor parte de los sistemas de
lineas de cspera una muerte es la finalizacién de un servicio. Obsérvese que debe cum-
plirse 1o = 0 o podria presentarse un estado negativo.

ley 3 Los nacimientos y las muertes son independientes entre si.

Las leyes 1 a 3 se pueden aplicar para demostrar que la probabilidad de que mas de
un evento suceda (nacimiento o muerte) entre / y ¢ + At ¢s o(Af). Notese que cualquicr
proceso de nacimiento-muerte esta completamente especificado al conocerse las tasas de
nacimiento A; y las tasas de mortalidad 4;. Como no puede haber un estado negativo, cual-
quier proceso de nacimiento-muerte debe tener prg = 0.

Relacion de la distribucién exponencial con los procesos
de nacimiento-muerte

La mayor parte de los sistemas de lineas de espera con tiempos entre liegadas exponen-
ciales y tiempos de servicio exponenciales se podrian modelar como si fueran procesos
de nacimiento-muerte. Para ejemplificar por qué es asi, considere un sistema de colas
MIM/1/FCFS/eofeo, en el cual los tiempos entre llegadas son exponenciales con parame-
tro A y los tiemipos de servicio estan distribuidos en forma exponencial y su parametro es
. Si el estado {cantidad de personas presentes) en el tiempo ¢ es j, entonces de la pro-
piedad de carencia de memoria de la distribucion exponcencial se infiere que la probabili-
dad de un nacimiento durante ei tiempo [z, ¢+ + Af] no depende de cuanto tiempo ha per-
manecido el sistema en el estado j. Esto quiere decir que la probabilidad de que se
presente un nacimiento durante [/, ¢ + Af] no depende cuanto tiempo el sistema ha perma-
necido en el estado j v, por lo tanto, se podria determinar como si una llegada se hubiera
producido justamente en el tiempo /. Entonces, la probabilidad de que un nacimiento ocu-
rra durante {1, 1 + Af] es

Y]
j Ae Mdt =1 — e M
0

Segun la expansion de las series de Taylor dada en la seccion 11.1,
=1 — AA? + o(Ar)

o R i)
"Refiérase a la secciém 20.2; ahi se establece que o{A1) significa que lim 77‘AI =
Ar—0)
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Esto quiere decir que Ia probabilidad de que se presente un nacimiento durante {7, f + Al
es AAf + o(Af). A partir de todo lo anterior podriamos concluir que la tasa de nacimien-
to en el estado j es simplemente Ia tasa dc Hegadas A.

Con ¢l fin de determinar Ja tasa de nacimientos en el tiempo 4, obsérvese que si el es-
tado es cero cn el tiempo /, entonces nadic est4 en servicio, de modo que no puede haber
finalizaciéon de ningin servicio enire el tempo 7y £+ At Por lo tanto, pg = 0. Si el es-
tado en el tiempo { es j = |, entonces sabemos que (puesto que hay sdlo un servidor)
exactamentc un cliente estard en servicio. Por lo tanto, segin [a propiedad de carencia de
memoria de la distribucion exponencial, la probabilidad de que un cliente finalice el ser-
vicio entre 1 y ¢ + Afes

hY
J pe Mdt =1 - e M = pAr + o(A)
0

Por lo tanto, paraj = 1, gy = f En resutiien, si suponemos que las finalizaciones del
servicio y las llegadas s¢ presentan en forma independiente, entonces, el sistema de co-
las MIM/1/ECFS/eofeo €5 un proceso de nacimiento-muerte. Las tasas de nacimiento y de
mortalidad para el sistema de colas MIM/1/FCES/ooleo s€ podria representar mediante un
diagrama de tasas como el de la figura 9.

Los sistemas de colas mds complicados con tiempos entre legadas exponenciales y
tiempos de servicio exponenciales se podrian modelar como procesos de nacimiento-
mueste si se anaden tasas de servicio para servidores ocupados y se suman tasas de lle-
gada para corrientes de llegadas distintas. Por ejemplo, considere un sistema de colas
MIMI3FCES/ocfoo en €l cual los tiempos entre llegadas son exponenciales con A = 4y los
tiempos de servicio son exponenciales con p = 5. Para modelar este sistema como un pro-
ceso de nacimiento-muerte, podriamos usar los parimetros signientes (véase figura 10):

A =4 (G=012,..)

fo =0, p1 =3 pp=5+5=10, pj:5+5+5=15 (j=3,45..2
Si los tiempos entre llegadas o los tiempos de servicio 1o son exponenciales, entonces no
es apropiado el modelo del proceso nacimiento-muertc.“ Suponga, por gjemplo, que los
tiempos de servicio no son exponenciales y que estamos considerando un sistema de co-
las M/G/1/FCES/eofeo, Como los tiempos de servicio para un sistema M/G/1/FCES/es/oo
podrian ser no exponenciales, la probabilidad de que ocurra uiid muerte (final del servi-
cio) entre £y ¢ + Af depende del tiempo desde que se completd el ultimo servicio. Bs-
to viola la ley 2, de modo que no podemos modelar un sistema M/G/1/FCFSfeofeo cOMO
un proceso de nacimiento-muerte.

@ BB @ QO
1 1 1

0 5 15 5

¥Es posible desarrollar un modele modificado de nacimiento-muerte si el tiempo de servicio y los tiempos en-
tre legadas son disiribuciones Erlang.
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Derivacion de las probabilidades de estado estable para
procesos de nacimiento-muerte

Ahora mostramos como las a7; se podrian determinar para un proceso arbitrario de naci.
miento-muerte. La clave s relacionar (para Ar pequefias) Pt + Ag) con P(r). La ma-
nera de hacerlo es observar que hay cuatro modos para el estado, en el tiempo 1 + Ay
sea j. Para / 2 1, los cuatro modos se seiialan en la tabla 3. Por lo que se refiere a j = I,
ta probabilidad de que ¢l estado del sistema sea/ ~ | en el tiempo 7y j en el Gempo ¢ +-
i es (véase figura 11)

P (OA - AL+ ofAr))
Con argumentos similares se obtiene (1) y (I11). Se infiere (1V) porque si el sistema csii
en un estado distinto aj, j — 1 o/ + 1 en el tiempo 1, entonces para concluir en el csia-

do Jen el tiempo ¢ + Ar, mas de un evento (nacimiento o muerte) debe ocurrir entre ¢ ¥
t + Ar Por lo que toca a la ley 3, su probabilidad es o(Ar). Por lo tanto,

Pyt + Aty = (I} + (b + (11D + (V)
Drespucs de reagrupar los términos de esta ecuacion se tiene
Pt + Afy = Py(1)
AU P (D) e P () — POy — Pi(0OA) (10)
T (AP ;- () + Py () + 1 — 2P(1))

Puesto que el término subrayado se podria expresar como o(Ar), se vuelve a escribir (10)
como

Pyt + A — Py = A(A, Py (0 F Py (0} — Pl — Pi{DA) + oAl

Luego de dividir ambos miembros de esta ecuacion entre A/ y de hacer que Ar se apro-
xime a ccro se observa que para loda iy j = 1,

Py0) = APy () + pypan Py (D) — Py(Dpy — Py, {107

Yaqueparaj = 0, P, ; () = 0y sy = 0, se tiene, paraj = 0,
!
Piolt) = 101 Pis(0) — Aeliof2)

Esto es un sistema infinito de ecuaciones diferenciales. (Una ecuacion diferencial s sim-
plemente una ecuacion en la que aparece una derivada,) Desde el punto de vista teorico,
estas ecuaciones se podrian resolver para Py(r). Pero la realidad es que este sistema de
ecuaciones es extrernadamente dificil de resolver. No todo esia perdido. Se puede usar

(10") para obtener las probabilidades de estado estable «; (7 = 0, 1,2, .. .). Al igual que
con las cadenas de Markov, la probabilidad de estado estable 77; se define como

tim P, (1)
{—3o0

Entonces, para ¢ grande y cualquier estado inicial i, Pi(f) no cambia mucho y se podria
considerar como una constante. Por 1o tanto, en el estado estable (r grande), Pi(1) = 0.

TABLA 3
Gilculos de que 12 probabilidad que el eslado en ef liempo / + Afseay

Estada en el Estado en el Probabilidad de esta

liempo ¢ tiempo £ 4 Af sectiencla de eventos

J=1 J Pl (A 1A+ olAD) = (1)
J+ i P iy (1) (paye 1 0F + ol Ay = (1)
j b Py (0 — iy Ar— NAL— 2o{An) = (U
Cualquier otro estado ofAr) = (1V)




FIGURA 11
probabilidad de que el
estado sea j — 1 en
el tiempo fy jenel
tiempo t + Afes
Py (DA (AL +
oAt)

Tiempe 0O i 1+ A
: N N

Estado i it i
Pt U Ay fAD + ol ‘__7_/

En el estado estable, se conservaran, asimismo, P;;_y(f) = w0 1) = 1500 Y P
= q7;. Cuando se sustituyen estas relaciones en (107), se tiene, para j = 1,

A iy g T My — A, =0 (10")
ATy & i Tier = WA T ) (j=12...)
Para j = 0, se tiene
M T = Ay

Las ecuaciones (10") son un sistema infinito de ecuaciones lineales con fas que sc puede
encontrar con facilidad las ;. Antes de explicar como resobver (10", ofrecemos una de-
duccién intuitiva de (10") con base en Ia observacion siguiente: en cualquier tiempo t que
observemos un proceso nacimiento-muerle, debe ser cierto que, para cada estado j, la
cantidad de veces que hemos entrado al estado j difiere cuando nucho en una unidad del
nitmero de veces que hemos dejado el estado j.

Suponga que para el tiempo ¢, hemos entrado tres veces al estado 6. Entonces, debe
haber ocurrido uno de los casos de ta tabla 4. Por ejemplo, si se presenta el caso 2, em-
pezamos en el estado 6 y concluimos en algin oiro estado. Como hemos observado tres
transiciones en el estado 6 dentro del tiempo ¢, deben haber ocurrido los eventos siguien-
tes (entre otros):

Iniciar en el estado 6 Entrar al estado 6 (por segunda vez)
Salir del estado 6 (por primera vez) Salir del estado 6 (por tercera vez)
Entrar al estado & (por primera vez) Entrar al estado 6 (por tercera vez)
Dejar el estado 6 (por segunda vez) Salir del estado 6 (por cuarta vez)

Por lo tanto, si se presenta el caso 2, entonces para el tiempo ¢ debemos haber salido cua-
tro veces del estado 6.

Esta observacion sugiere que para 7 grande y paraj = 0, 1, 2, ... (y para condiciones
iniciales cualesquiera) es cierto que

Némero de salidas esperadas desde el estado j

Unidad de tiempo
Numero de entradas esperadas al estado / (i)

Unidad de tiempo

. Si se supone que el sistema se ha afirmado en el estado estable, sabemos que el sistema

pasa una fraccion ar; de su tiempo en el estado j. Ahora podenios aplicar (11) para deter-
minar las probabilidades de estado estable 7. Para j = 1, solo podemos salir del estado
j si vamos al estado j + 1 o al estado j — 1, de modo que paraj = 1, obienemos

Namero esperado de salidas desde el estado j

= qr{A; + p 12
Unidad de tiempo A+ ) (12)

Ya que para j = | sélo podemos entrar al estado j desde el estado j — 1 odesdej + 1,

Numero esperado de entradas al estado j

= m Ay F Tt 13
Unidad de tiempo Tj=iy=1 T b ()

St se sustituyen (12) y (13) en (11) se tiene
WAt + Weapyer = A+ G =1,2,..) (1)

o . e N y.v. 1 ]



TABLA 4
Relacidn entre el aimero de kansicienes que entran v salen de un estado en el fempo ¢

Nimero de transiciones yue salen

Estado Inicial Estado en el liempa ¢ del estado 6 en el tiempo ¢
Caso |: estado 0 Estado 6 3
Caso 2: estado 6 Cualquier estado exceplo 6 4
Caso 3: cualquier estado
excepto el estado 6 Estado 6 2
Caso 4: cualquier estado
exceplo el estado 0 Cualquier estado exceplo 6 3
Para j = 0, sabemos que gy = 7., = 0, de modo que también tenemos
Wy = Tighg (141

Las ecuaciones (14) y (14"} se denominan ecuaciones de balance de flujo o ecuacio-
nes de conservacion del flujo para un proceso de nacimiento—muerte. Observe que (14)
expresa el hecho de que, en el estado estable, la tasa a la cual se presenian las transicio-
nes en cualquier estado 7 debe ser igual a la (asa a la cual ocurren las transiciones Riera
del estado i. St (14) no se cumple para todos los estados, entonces ia probabilidad se
“acumularia” en algin estado, y ne existiria el estado estable.

Al escribir las ecuaciones para (14) y (14") obtenemos las ecuaciones de balance de
flujo siguientes para un procese de nacimiento-muerie:

(/=0) Tohy = by

(/=1 (Ay + py)m = Agmg + pamy

(/=72) (A + p)my = Ay + pam (15)
( f-ésima ecuacion) (Aj b ) = Aoy b e T

Solucion de las ecuaciones de balance de flujo
en un proceso nacimiento-muerte

Para resolver (15), empezamos por expresar todas las ar; en términos de 7. A partir de
la ecuacion (j = () obtenemos
MpAp
231

Al sustituir esie resultado en ia ecuacion {(j = 1) tenemos

i =

+
oo+ gy = (ALt p)mede

A
Ty = To{AoA 1)
H
Por lo tanto,
Ty = Ho(Aghy)
ez

Podriamos usar ahora la ecuacion (j = 3) para encontrar 73 en ténminos de 71, y asi su-
cesivamente. Si definimos

L
Hapz =7 Ay




entonces €3 posible demostrar que

(Véase probicma | a} final de esta seccion). Puesto que en cualquier tiempo dado debe-
mos estar en algan estado, las probabilidades de estado estable deben sumarse a &.

1l

=]

J

> o= {17
J=0
Al sustituir (16} en (17) se llega a
=
0 (1 + > cj) = | {18}
=1
Si jiT’ ¢; es finita, podemos aplicar (18) para determinar 7o:
g = S '
0= oo
19
{ + z Cj [ }
=1
Luego se usa (16) para encontrar ay, T, . . .. Es posible demostrar que si ST ¢ es in-

finita, entonces, no existe distribucion de estado estable. La razén mds comun para que
1o exista el estado estable es que la tasa de llegadas es por lo menos igual a la tasa ma-
xima a la cual los clientes pueden ser atendidos.

Uso de una hoja de calculo para estimar las probabilidades
de estado estable

Mediante ¢! ejemplo siguiente se ilustra el modo ¢n que una hoja de célculo se usa para
determinar las probabilidades de estado estable en un proceso de nacimiento-muerte.

S EIEMPLO.2 o Indiana Bell oo

Los representantes del servicio a clientes de Indiana Bell reciben un promedio de 1 700
llamadas por hora. El tiempo enfre éstas sigue una distribucion exponencial. Un represen-
tante del servicio a clientes puede atender un promedio de 30 llamadas por hora. El tiem-
po necesario para atender una ilamada tambi¢n sigue una distribucion exponencial. India-
na Bell puede tener esperando hasta 25 personas. Si 25 personas estdn en espera, se pierde
una lamada para el sistema. Indiana Bell tiene 75 represcntantes del servicio.

1 ;En qué fraccién del tiempo estan todos los operadores ocupados?
2 ;Qué fraccién de todas las llamadas picrde el sistema?

Bell.xls Salucién  En la figura 12 (archivo Bell.xls) se presenta una hoja de calculo para determinar las pro-
babilidades de estado estable para este proceso de nacimiento-muerte, Hagamos el estado
i en cualquier tiempo igual al nimero de personas cuyas llamadas estén siendo atendidas
o que estan en espera. Tenemos que para i=0,1,2,...,99, A = 1700. Del hecho de
que sc pierden las Hamadas recibidas cuando 75 + 25 = 100 llamadas estan en el sistema
se infiere que A go = 0. Entonces, no puede ocurrr ningtin estado i > 100 (gpor qué?). Te-
nemos 1y = 0 yparai = 1,2,...,75, u; = 30i. Para i> 175, u; = 30(75) = 2 250.

Para contestar las partes (1) y (2), necesitamos calcular las probabilidades de estado
estable a; = fraccién del tiempo en que el estado es i. Escribimos los posibles estados
del sistema (0— 100) en las celdas A4:A104. Para hacerlo, escribimos 0 ¢n la celda Ad 'y
1 en AS. Luego seleccionamos el intervalo A4:AS y arrastramos el cursor hasta A6:A104.
Se escribe la tasa de llegadas de 1 700 en B4, y lleve ¢l curso hacia abajo a B5:B104 pa-

om o om 2w Dennnann dn sasimianta v milarka 41080



Fi1GuRrAa 12
Indiana Bell

A B c D E F
i Prob(i>=75)
2 [iNDIANA |BELL EXAMPLE B 0 012759326
3| STATE | LAMBDA MU CJ PROB
4 0 700 0 | 2451B-25
5 1760 10} 566666667 | 1 38B9E-23
6 2 1700 601 1605.5555G/ 3.9352E-22
7 3 1700 90| 30327.1605] 7.4332E-2
8 3 1700 170]479634.7 741 1.053E-19
9 5 1708 500 #869194.1] 1.1934E-18 ]
10 6 1700 150] 45086833.2] L1271E-17
11 7 700 210 372274364 9.1244E 17 ]
12 8 1700 2400263694341 1] 6.4631E-16
13 9 1700 2701 .6603E+ 10| 4.0694E-15
14 10 1700 30019.4084E£104 2.306E-14
15 1 1700 330[4.84670+11] L. 1879E-13
16 12 1700 36042.2887E+12] 5.6097E-13
17 13 1700 19019.9765E+12] 2.4452E-12
18 14 7900 42014.0381E+13{ 9.8974E-12
19 15 1700 25011.53556+14] 3.739E-1!
.20 16 1700 A8015.4020E 14| 1 3242E-10
31 17 1700 5100 1.801E+15{44141E-10
22 18 1700 54(H5.66976+15F 1.3896E-09
73 19 1700 570| 1.691E+16] 4.1445E-09
24 20 1700 600} 4.791E+16] 1.1743E-08
25 21 1700 6301129286+ 17} 3.1687E-08
26 22 }700 6601 3.33E+17] 8.1618E-08
27 23 1700 69012 20436+ 17| 2.0109E-07
28 24 1700 720 1.937 15+ 18} 4. 7479607
29 75 1700 75014.3908E+ 18] 1.0762E-06
30 26 1700 730/9.5697E+18| 2.3455E-06
31 71 1700 81012.00855+19] 4.9227E-06
.32 28 1700 84014 068E+19] 9.9627E-06
a3 29 1700 27017.9426E+19] 1.9467E-05
‘34 30 1700 900] 1.50035420} 3.6772E-03)-
35 11 1700 930{2.7424B+20] 6.7217E-05
36 32 1700 960]4.8564E+720/ 0.0001 1903
37 33 1700 900{% 33U3E+20] 0.00020439
38 | w1700 10201 1.3899E+21] 0.00034066
49 35 1700 105012.2503E+21] 0.00055154
40 16 1700 1080[3.5421E+2110.00086817
41 17 700 1110(5.4248E+21] 0.00132962
42, 38 1700 1140{8.0897+21] 0.00198277
43 10 1700 1170|1. 1754E+22] 0.00288095
44 40 1700 1260}11.66526+722] 0.00408134
"45 4l 1760 123012.3015E+22] 0.00564088
A48 42 1700 1260]3.10526+22] 0.00761072
47 43 1700 1290{4.0921E+22} 0.01002963
48 44 1700 1320]5.27016+221 001291694 ]
49 45 1700 135016.6364E+22{ 0.01626578
50 46 1700 135008, 1753E+22| 0.02003755
51 47 1700 1410(9.85678+22]0.02415875
62 43 1700 144011, 16365423] 0.02852075
63 49 1700 1470]1.34576+23| 0.03298318|
54 50 1700 150015251 E+23| 0.03738094
68 | 51 1700 15301 1.6946E+23] 0.04153437
56 52 1700 1560]1.8467E+231 0.04526182
57 53 1700 15901 .5744E423] 0.04839314
58 54 1700 1620{2.0719E+231 0.05078292
59 35 1700 165012 13478+23| 0.0523218 o
.60 s6] — i700] 1680]2.160 15+ 23] 0.05294468

e enorn (ambidn danria de £olas)




FIGURA 12
{Continuacidn}

A _.B: C -D o E - F
571 1700 1710 21E+23 | 0.0526351
58 1700 1740 2AE+23 | 0.0514251
68 1700 1770 2.0E423 | 0.0493913
60 1700 1800 1.9E+423 | 0.0466473
61 1700 1830 1.8E+23 | 0.0433336
62 1700 1860 1.6E+23 0.039606
63 1700 1890 1.6E423 | 0.0356244
64 1700 1920 1.3E+23 | 0.0315425
65 1700 1850 1.1E+23 | 0.0274985
66 1700 1980 9.6E+22 | 0.0236009
67 1700 2010 8.1E+22 | 0.0199685
68 1700 2040 6.8E+22 | 0.0166405
69 1700 2070 5.6E+22 | 0.0136661
70 1700 2100 4.5E422 0.011063
71 1700 2130 3.6E+22 | 0.0088296
72 1700 2160 2.8E+22 1 0.0069492
73 1700 2190 22E+22 1 0.0053944
74 1700 2220 1.7E+22 | 0.0041308
75 1700 2250 1.3E+22 | 0.0031211
76 1700 2250 9.6E+21 | 0.0023581
77 1700 2250 7.3E+21 0.0017817
78 1700 2250 5.5E+21 | 0.0013462
79 1700 2250 4.1E+21 | 0.0010171
80 1700 2250 3.4E+21 |  0.0007685
81 1700 2250 2.4E+21 | 0.0005806
82 1700 2250 1.8E+21 | 0,0004387
83 1700 2250 1.4E421 | 0.0003315
84 1700 2250 1.0E+21 | 0.0002504
85 1700 2250 7.7E+20 | 0.0001892
86 1700 2250 5.8E420 0.000143
87 1700 2250 4.4E+20 0.000108
88 1700 2250 3.3E+20 | 0.0000816
89 1700 2250 2.5E+20 1  0.0000617
90 1700 2250 1.9E+20 { 0.0000466
91 1700 2250 1.4E+20 | 0.0000352
92 1700 2250 i.1E+20 | 0.0000266
93 1700 2250 8.2E+19 | 0.0000201
94 1700 2250 6.2E+19 | 0.0000152
95 1700 2250 4.7E+19 | 0.0000115
96 1700 2250 3.5E+19 |  0.0000087
97 1700 2250 2.7E+19 | 0.0000065
98 1700 2250 2.0E+19 } 0.0000049
93 1700 2250 1.5E+19 | 0.0000037

100 0 2250 1.2E+419 | 0.0000028

ra generar las tasas de llegadas para todos los estados. Para producir las tasas de servicio,
escriba 0 en C4. Luego escriba 30 en C5 y 60 en la celda C6. Seleccione después el in-
tervalo C5:C6, y arrastre €l cursor hacia abajo hasta C79. De este modo se generan las
tasas de servicio para los estados 0 a 75. Escriba 2250 en C80, y arrastre ese resuitado
hacia abajo hasta C81:C104. Esta operacion genera la tasa de servicio (2 250) para los es-
tados 76 a 100. En el intervalo de la celda D4:D104 calculamos las ¢; que se requieren
para estimar las probabilidades de estado estable. Entonces, para empezar, escribimos 1
en D4. Como ¢; = Ag/py, introducimos =B4/C5 en la celda D5. Luego, como ¢; =
1A/, escribimos =DS*BS/C6 en D6. Al copiar desde D6 hasta D7:D104 gencramos
ahora las ¢; que faltaban. En E4 calculamos 7 mediante =SUM(D$4:D$104). En ES de-
terminamos 77, al escribir =D3%E$4. Cuando copiamos desde el intervalo ES hasta el in-
tervalo ES:E104, generamos las probabilidades de estado estable que faltaban. Ahora ya
podemos contestar a las preguntas (1) y (2). -
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1 Determinamos mys + a, + -+ ° + . Para hacerlo, introducimos el comando
=SUMA(L79:5104) [=SUM(E79:L104) en el programa en ingiés] en fa celda F2 y en-
contramos 013, :

2 Una Hamada que entra sc picrde si el estado es igual a 100. Se pierde una fraccion
o0 = 0000028 de todas las llegadas. Por lo tanto, la compattia tefefonica jproporciona
un muy buen servicio!

En las secciones 20.4 a 20.6 y 20.9 a 20,50 se aplica la teoria de los procesos de naci-
miento-muerte con el objelo de determinar las distribuciones de las probabilidades de es-
tado estable para una variedad de sistemas de lineas de espera. Después se utilizaron las
distribuciones de probabilidades de estado estacionario para estimar otras cantidades de in-
terés (como el liempo de espera esperado y el namere esperado de clientes en el sistema).

Los modelos de nacimiento-muerte se utilizan para modelar fendmenos distintos a loy
sistemas de lineas de espera. Por ejemplo, el munero de compafiias en una industria que
se pueda modelar como un proceso de nacimiento-muerte: el estado de la indusiria en
cualquiet liempo dado es la cantidad de companias que estan en el negocio; un nacimien-
to corresponde a una firma que entra a la industria; y una muerte corresponde a una com-

pafiia que deja el negocio.

PROBLEMAS

Grupo A

1

2

Demueslre que los vaiores de 41; dados en (16) realmente

satisfacen las ecuaciones de balance de flujo (14) y (14).

En mi casa hay dos luminaras. En promedio, una lumi-

natia o foco dura 22 dias (distribucion exponencial).

Cuando una luminaria se quema, me tardo un promedio

de dos dias (distribucion exponencial) para reemplazaria.

a Formule un modelo de nacimienio-muerte de tres es-
tados de csta situacion,

i Determine la fraccién de tiempo que ambas lumina-
rias estan en funcionamiento.

¢ Encuenire la fraccién de tiecmpo que ninguna lumi-
naria funciona.

Grupo B

3

Usted esta realizando un analisis industrial de la indus-
tria de pizzas en Bloomington. La tasa {por afio) a la cual
las pizzerias ingresan a la industria esta dada por p, don-
de p = precio de una pizza en dolares. Se supone que el
precio de una pizza es max(0, 16 - 5F), donde I =
cantidad de pizzerias en Bloominglon. Durante un afio
determinado, la probabilidad de que una pizzetia fraca-
se es 1/(10 -+ p). Genere un modelo de nacimniento-
muerte de esta situacion.
a Estime el promedio de pizzerias en Bloomington en
el estado estable.
b (En qué fraccion de tiempo habra mas de 20 pizze-
rias en Bloomington?

20.4 Sistema de lineas de espera MM /G0Iooloo y 12 formula

de colas [ = AW

Como ya se explicd, la metodologia del nacimiento-muerte en la seccion anterior, ahora
la utilizaremos para analizar las propiedades del sistema de colas M/M/1/GD/oofeo. Re-

cuerde que los tiempos de llegad

as del sistema de colas M/M/1/GD/feoleo sON exponencia-

les (suponemos que la tasa de llegadas por unidad de tiompo es A) y tiene un solo servi-
dor con tiempos de servicio exponenciales (suponemos que cada tiempo de servicio del
cliente es exponencial con tasa ). En la seccion 20.3 demostramos que un sistema de
lineas de espera M/M/1/GDfeoles se podria modelar como un proceso de nacimiento-
muerte con fos pardmetros siguientes:

A=A (j=0,1,2,...)
jio =0 (20)
= (7=1,2,3,..2
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Deduccidn de las probabilidades de estado estable

Es posible utilizar las ecuaciones (15) a (19) para encontrar T, la probabilidad de estado
estable de que estén presentes j clientes. Cuando se sustituye (20) en (16) se obtiene

t)l'.'!T /\2‘7?' : )l’;‘?T)
m o= m = 0, e ™ = — {21)

2

o & N
Definamos p = % Por razones que muy pronto serdan evidenies, p es ia intensidad de
trafico del sistema de lineas de espera. Al sustituir (21) en (17) tenemos

Tl +p+p )= (22)
Ahora supongamos que 0 = p < 1. Entonces evajuamos la suma S = |+ p+ Pl
como sigue: multiplicamos S por p, lo cuat da pS = p + p” + p* + - - -, Entonces S
pS=Ly
s—_ 1 (23)
1 ~—p

Si sustituimos (23) en (22) tenemos
wm=1—p O=p< (24)
Luego de sustituir (24) en (21) encontramos
m=p(l—p) O=p<]) (25)

Ahora bien, si p = | la suma infinita en (22) se “amplifica” (intente p = 1, por ejemplo,
y obtendrd 1 + 1 + 1 + - - -}, Por consiguiente, si p = | no existe ninguna distribucion
de estado estable. Puesto que p = ﬁ, vemos que si A = g (es decir, la tasa de llegadas es
por lo menos igual a la tasa de servicio), entonces no existe distribucién de estado estable.

Si p > 1, es ficil ver por qué no existe distribucién de estado estable. Suponga que
A = 6 clientes por hora y pu = 4 clientes por hora. Incluso si el servidor estuviera traba-
Jando todo el ticmpo, solo puede atender un promedio de cuatro personas por hora, Por
lo tanto, la cantidad promedio de clientes en el sistema aumentaria por lo menos 6 — 4
= 2 clientes por hora. Esto quiere decir que después de mucho tiempo, la cantidad de
clientes presentes se “amplificaria”, y ninguna distribucién de estado estable podria ha-
ber. Si p = 1, la inexistencia de un estado estable no es tan obvia, pero este andlisis si in-
dica que no existe estado estable.

Deduccion de L

En lo que resta de esta seccién supondremos que p < 1, lo cual asegura que si existe una
distribucién de probabilidades de estado estable, como la de (25). Utilizamos ahora fa dis-
tribucion de probabilidades de estado estable de (25) para determinar varias cantidades
que interesan. Por ejemplo, si sut nemos que el estado estable ya se alcanzo, la cantidad
de clientes promedio presente e sistema de colas (lldmelo L) se obtiene con

f=eo

i
> jm=> jp1 = p)
j=0 j=0

=
=1 =p ) jp’
J=0
Si definimos

f:m -
D et =p 20+ 300+ -
j=0
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. w2 3 4 . .
observamos que pS = p~ -+ 207 + 3p° k- - -0 51 hacemos una sustraceion, obienemog

P
F=—0p

S —=p8& =pt ;)3 +oe =

Por lo tanto,

P o A
[ = (1 — )) = =
/ (1 - p)z I —p o A (26)

Deduccién de i.q

En algunas circunstancias, interesa conocer la cantidad csperada de personas en la cola.
A esta cantidad la denotaremos con L. Observe que si estin presentes 0 o 1 cliente en el
sistema, entonces nadie esta en la cola, pero si j personas estan presentes {7 = 1), habrd
J — 1 en la linea de espera. Por lo tanto, si estamos en €i estado estable,

Vil J=es Uinbed
Ly= (= Dm =2 jm— 2. 7
= i=i i=
=L-(—m)=L—p
donde la Oltina ecuacion se infiere de (24). Como L = I’—_’p, enlonces
2z 2
P P A’
]J( = p = — (27]
" i-p l—p (g —A)

Deduccion de L

También es importante L;, la cantidad esperada de clientes en servicio. Para un sistema
de colas M/M/1/GD/eofeo,
L=0m+ W{m+mt+t - )=1l—m=1-(10—-p) =p

Como cada cliente que esta presente en la cola o en servicio, se deduce que para cualquier
sistema de colas (no justamente un sistema M/M/1/GDfoofoo), L = L¢ + L,. Por lo tanto,
luego de aplicar las formulas para L y L, podriamos haber determinado L, a partir de

L(,':L_Ls: P - P
1l —p 1l —p

Formula de lineas de espera L = AW

El interés se cenfra a menudo en el tiempo que un cliente representativo pasa en un sis-
tema de lineas de espera. Definimos W como ¢l tiempo previsto que un cliente pasa en cl
sistema de lincas de espera, que comprende el tiempo en la cola y el tiempo en servicio;
y ¥, como el tiempo previsto que un cliente pasa forinado en la cola. Tanto ¥ como 1,
se calculan suponiendo que ya se alcanzo el estado estable. Mediante el uso de un resul-
tado eficaz que se conoce como formula de lineas de espera de Little, W'y W, se po-
drian caicular con facilidad a partir de L y L,. Primero definimos (para cualquier sistema



de lineas de espera o cualquier subconjunto de un sistema de lineas de espera) las canti-
dades siguientes:

A = numero promedio de llegadas al sistema por unidad de tiempo

1, = namero promedio de clicntes presenies en el sistema de colas

I
1

L., = nimero promedio de clientes formados en la cola

l‘.\

I = tiempo promedio que un cliente pasa en el sistema

li

namero promedio de clientes en Servicto

W, = tiempo promedio gue un cliente pasa en la cola

W,

1

tiempo promedio que un cliente pasa en servicio

Todos los promedios son de estado estable en estas definiciones. En la mayor parte de los
sistemas de lineas de espera, la formula de lineas de espera de Liitle se podria reswmir
como en ¢l teorema 3.

Para cualquier sistemia de colas en el cual exisic una distribucién de estado estable,
se cumplen las relaciones siguicntes: ' T - '

L‘"_=‘)\W o (28)
L=,
Ls-f:- ’\ s . . (3ﬂ]

Antes de usar estos resultados importantes, presentamos una justificacion intuitiva de
(28). Primero observe que ambos miembros de (28) tienen las mismas unidades (supone-
mos que la unidad de tiempo es la hora). A esto se llega luego de ver que L se expresa
en términos de cantidad de clientes, A se expresa en clientes por hora y W esta en horas.
Por lo tanto, AW tienc las mismas unidades (clientes) que L. Si desea revisar una demos-
tracion rigurosa del teorema de Little, refiérase a Ross (1970). Nos damos por satisfechos
con el andlisis heuristico siguiente.

Considere un sistema de lineas de espera en el cual los clientes son atendidos de acuer-
do a como van llegando. Una llegada arbitraria entra al sistema (suponga que ya s¢ al-
canzé el estado estable). Este cliente permanece en ¢l sisterna hasta que completa su ser-
vicio, y hasta su partida habra (en promedio) L clientes presentes en el sistema. Pero
cuando este cliente s¢ va, jquién se quedar en el sistema? Solo aquelios clientes que lle-
gan durante el tiempo que ¢l cliente inicial pasa en ¢l sistema. Puesto que el cliente ini-
cial pasa un promedio de ¥ horas en el sistema, un promedio de AW clientes llegara du-
rante la estancia del cliente en el sistema. Por lo fanto, L = AW. La demostracion “real”
de L = AW es virtualmente independiente de la cantidad de servidores, de la distribucion
del tiempo entre llegadas, de la disciplina del servicio y de la distribucién del tiempo de
servicio. Por lo tanto, siempre que exista un estado cstable podremos aplicar las ecuacio-
nes (28) a (30) a cualquier sistema de lineas de espera.

Con el fin de ilustrar el uso de (28) y (29) determinemos W'y W, para un sistema de
colas M/M/1/GDieofoo. De acuerdo con (26),

p

=T ;
Entonces, con (28) se tiene

W=—"—=——"""= {31

AL-p) B A

L P i
A

e e et o v la Krmula de colas L = AW 1075



Con (27) se liega a

y de (29) se infiere

W = i = I}V‘_

oA wp e A
Observe que (como se esperaba) cuando P se aproxima a [, tanto W coma W, sc vuelven
muy gmndes Para p cercana a cero, W, , S€ aproxima a cero, pero para p pequena, J e
aproxima a - e , el tiempo medio de SGIV]LIO
En los tres ejemplos que siguen se muestran aplicaciones de las formulas que se han
desarrollado.

(32)

Un promedio de 10 automéviles por hora llegan a un cajero con un solo servidor que pro-
porciona servicio sin que uno descienda del automévil. Suponga que el tiempo de servi-
cio promedio por cada cliente es 4 minutos, y que tanto los tiempos entre llcgadas vy los
tiempos de servicio son exponenciales. Conteste las preguntas siguientes:

1 (Cudl es la probabilidad de que el cajero esté ocioso?

2 ;Cual es ¢l nimero promedio de automoéviles que estan en Ia cola del cajero? (Se con-
sidera que un automodvil que esta siendo atendido no esta en la cola esperando).

8 (Cuil es la cantidad promedio de liempo que un cliente pasa en el estacionamiento
del banco (incluyendo el tiempo en servicio)?

4 ;Cuantos clientes atenderd en promedio el cajero por hora?

Sofucion  De acuerdo con las premisas, estamos trabajando con un sistema de colas de

M/MI1/GDios/oo para el cual A = 10 automéviles por hora y ;1 = 15 automéviles por ho-

ra. Por lo tanto, p = '0 =2

1 Segun (24), 7y = I —p=1- % = % Por o tanto, el cajero estara ocioso un pro-
medio de un tercio del tiempo.

2 Determinemos L,. A partir de (27),

I’ Gy 4
Ly = = = — chentes
l=p -2 3
3 Estimemos . A partir de (28), ¥ = % Entonces, segin (26),
2
L= P 3 2 clientes
[ —p | — :;:
Por lo tanlo, W = —15 = % = 12 minutos (¥ tiene las mismas unidades de A).

4  Si el cajero siempre estuviera ocupado, atenderia un promedio de pu = 15 clientes por
hora. Segiin la parte (1), sabemos que el cajero estd ocupado sélo dos tercios del tempo.
Por lo tanto, durante cada hora, ¢l cajero atendera un promedio de ( W15) = 10 clientes.
Este debe ser el caso porque, en el estado estable, 10 clientes llegan cada hora, de modo
que 10 clientes deben dejar cada hora el sistema.

Suponga que todos los duefios de automovil acuden a la gasolinera cuando sus tanques
estan a la mitad.” En el momento actual liega un promedio de 7.5 clientes por hora a una

"Este ejemplo estd basade en Erickson (1973).
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gasolinera que tiene una sola bomba. Se requiere un promedio de 4 minutos para servir
o un automovil. Suponga que los tiempos entre llegadas y los ticmpos de servicio son ex-
ponenciales.

1 Calcule L y W para las circunstancias actuales.

2 Suponga que hay un déficit de gasolina y que hay compras de panico. Para modelai
este fenomeno, suponga que todos los dueiios de automovil compran ahora gasolina cuan-
do sus tanques tienen %de combustible. Como cada dueiio ahora pone menos gasolina en
el tanque cada vez que acude a la gasolinera, suponemos que el tiempo de servicio pro-
medio se reduce a 3 minutos y un tercio. ;Qué tanto afectan a Ly W las compras de pé-

nico?

Solucion 1 Tencmos un sistema MIMIV/GDloolos con A = 7.5 automoviles por hora y g = 15 au-
tomoviles por hora. Por lo tanto, p = % — 50. De acuerdo con (26), L = »ljs_%a =1,y con
(28), W = {7 = 7—15 == .13 horas. Por lo tanto, en estas circunstancias, todo esta bajo con-

trol, por lo que, al parccer, son improbables las lineas de espera largas.

2 Se tiene ahora un sistema MIMIVGDloofeo con A = 2(7.5) = 15 automdviles por ho-

ra. (Esto se infiere porque cada dueiio de automovil lienara su tanque dos veees). Ahora

_ 60 s 15 5
o=y = 18 automoviles por hora, y p = 75 = - Entonces,

e en

L =

e 5 automoviles ¥ W= % = —% = % horas = 20 minutos
b-s%

Por lo tanto, las compras de panico ocasionan largas lineas de espera.

AT

En el ejemplo 4 se ilustra el hecho de que cuando p se aproxima a 1, Ly, por consi-
guiente, /¥ se incrementan con rapidez. Este hecho se muestra en la tabla 5.

Un modelo de optimizacion de colas

En el ejemplo 5 sc ilustra cémo se usa la teoria de colas para auxiliar en la toma de

decisiones.
TABLA &

Relacion entre p y £ para un Sisterma
MM (G0 ool

.. Lpara un sistema
p MIMNIBDI=oloo
0.30 043
0.40 0.67
0.50 1.00
0.60 1.50
0.70 233
0.80 4.00
0.90 9.00
0.95 19.00
0.99 99.00

e do tnane da psner T EBoofoo ¥ 13 firmula de colas [ = AW 1077



Solucidén

Los mecanicos que trabajan en una planta troqueladora deben solicitar su herramienta en
un centro de herramienia.” Un promedio de 10 mecanicos por hora llega pidiendo su equi-
po. Por el momento, un empleado atiende este centro; su salario ¢s de 0 dolares por ho-
ra y tarda un promedio de 5 minwtos en cumplir con cada pedido de herramienta solici-
tada. Como cada mecanico produce 10 dolares en valor de bienes por hora, cada hora que
un mecanico tarda en i centro de herramienta cuesta a la compaiiia 10 dolares. La com-
paiiia esta pensando si valdria la pena o no contratar {a 4 dolares la hora) un ayudante pa-
ra el empleado. Si se contrata al ayudante, ¢l empleado tardara un promedio de $6lo 4 mi-
nutos en reunir el equipo que le solicita cada mecanico. Suponga que los tiempos de
servicio y de llegadas son exponenciales. ;Se debe contratar al ayudante?

Los problemas en los que un analista debe efegir entre varios sistemas de colas reciben el
nombre de problemas de optimizacion de colas. En el problema presente, ¢l objetivo de
la compafia es minimizar la suma del costo de servicio por hora y ¢l costo esperado por
hora debido a los tiempos muertos de los mecanicos. En los problemas de optimizacion de
colas, el componente del costo debido a los clientes que esperan en la cola se denoimina
costo por demora. Por lo tanto, la compafiia desea minimizar

Costo esperado  coslo de servicio N costo esperado de demora
- e e

hora hota hora

121 caleulo del costo de servicio por hora ¢s, por lo regular, simple. La maneta mas facil
de caleular el costo por la demora por hora s observar que

Costo esperado por demora (coslo esperado por demora) (clieutes esi)erados)
_ [ kel i

Hora clienle hora

En el problema presente,

Costo esperado por demora ( 510 ) (horas promedio que el )

Cliente hora-mecanico mecanico pasa en el sistema

Por lo tanto,

Coslo esperado por demora costo esperado por demora
= 10y e ——————— = [0
Cliente hora

Ya podemos comparar el costo esperado por hora si no se contrata al ayndante con el cos-
to esperado por hora si se contrata al ayudante. Si no se contrata al ayudante, A = 10 me-

L L - _ 1
canicos por hora y s = |2 mecanicos pot hora. De acuerdo con (31), W = 1575 ~ 2
hora. Como el empleado gana 6 dolares por hora, tenemos que

Costo de servicio costo esperado por demora
COSto L .

= §6
Hora $ Y hora

= 10(3)10 = $50

TEste ejemplo se basa cn Brigham (1955).
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Por lo tanto, sin el ayudante, ¢l costo esperado por hora es 6 + 50 = 56 dojares. Con el

ayudante, g = 5 clientes por hora. Entonces W = ﬁ = 71; dc hora vy

Costo esperado por demora

_ = 10(1)(10) = $20
Hora 7
Como el costo de servicio por hora es ahora 6 + 4 = 10 dolares por hora, el costo espe-
rado por hora con ¢l ayudanic es 20 + 10 = 30 dolares. Por lo wunio, se debe contratar
al ayudante porque con ¢l se aharran 50 — 20 = 30 dolares por hora en costos por de-
moia, que es mas que cl salario de 4 dolares por hora.

Ei

La formula para la cola L = AW es muy general y se pucde aplicar en muchas situa-
ciones que no parecen ser problemas de lineas de espera. Piense en cualquier situacion
donde una cantidad (tal como solicitudes de préstamos hipotecarios, papas en McDo-
nald’s, ingresos por ventas de computadoras) fluye por un sistema. Si hacemos

L = cantidad promedio de clientes presentes en el sistema de colas
A = tasa de llegadas al sistema
W = tiempo promedio que una unidad de ta canlidad pasa en cl sistema

entonces, L = AW, o bien, 7 = L/A.
Siguen algunos ejemiplos de L = AW en situaciones que no son lincas de espera.

CCUEJEMPLO 60 Papas en McDonald's 0

Una sucursal de McDonald’s usa un promedio de 10 000 libras de papas por semana. La
cantidad promedio de libras de papas disponibles es 5000. ;En cudnto tiempo estaran, en
promedio, las papas en el restaurante antes de que las utilicen?

Solucion  Sabemos que L = 5000 libras y A= 10 000 libras/semana. Por lo tanto, ¥ = 5 600 Ii-
bras/(10 000 libras/semana) = .5 semana.

Y EJEMPLO 7 - .Cuentas por cobrar. '

Una tienda que comercializa computadoras vende un valor de 300 000 dolares de
computadoras por afio. Las cuentas por cobrar son, en promedio, 45 000 délares. ;Cudn-
to tiempo toma desde el momento en que un cliente es facturado hasta que la tienda re-
cibe el pago?

Salucion  Tenemos que L. = 45 000 ddlares y A = 300 000 doblares/aito. Por lo tanto, # = 45 000
dolares/(300 000 délares/aiio) = .15 afio.

Hoja de calculo para el sistema de colas M/M/1/GD/co/c

En la figura 13 (archivo MM1.xis) se muestra una plantilia que es posible usar para de-

MNi1.xls terminar cantidades importantes del sistema de lineas de espera M/M/1/GD{eofeo. Escriba
simplemente A en la celda Ad y poen la celda B4. L, L, Ly, W, W, y W, se calculan ¢n
los renglones 6 y 8. La columna B da las probabilidades de estado estable (calculadas a
partir de (24) y (25)). Estamos suponiendo que A y g son tales que es muy pequeiia la
probabilidad de que mas de 1 000 clientes estén presentes. En la figura 13 se han intro-
ducido los valores de A y p para el ¢jemplo 3.

§ - a0 A Scdema de lneaz de senera M TEM oo loo ¥ 11 férmula fo enlae [ = ALY 1079




_ A B g C
1M QUEUE

)

3 [LAMBDA?I MU? | RO
4 10l 15[ 0.66666667
5. ' Lo | Ls
6 211.33333333] 0.66666667
7w | wo WS

8 0.2/ 0.13333333 0.06666667
911 priny L
0] 0[033333333

11 1710.22222222

12 210.14814815

431 310.09876543|

4 4] 0.06584362

15 510.04389575

16 610.02926383

171 710.01950922]

18| 81 0.01300615

19| 9]/0.00867076

20 10]0.00578051

21 11]0.00385367

222 12| 0.00256912

23 131 0.00171274

24 141 0.00114183

25 15{0.00076122

26 16 0.00050748

27 17] 0.00033832

28 18] 0.00022555 B
29 1910.00015036

“30. 20/ 0.00010024

31, 21| 6.6829E-05

32 221 4.4552E-05

33 231 2.9702E-05

341 7 24/ 1.9801E-05

35 25! 1.3201E-05

36 26| 8.8005B-06

37 27 5.867E-06

38 28] 3.9113E-06

G URA 13 '*;39 2912.60756-06|

L e ar o a2 L2 bametm e e land



A QB c
31| 0.0000012
32 | 0.0000008
33 0.0000005
34 | 0.0000003
35| 0.0000002
36 | 0.0000002
37 | 0.0000001
38 6.8E-08
39 4.5€-08
40 3.0E-08
41 2.0E-08
42 1.3E-08
43 8.9E-09
44 6.0E-09
45 4.0E-09
46 2.6E-09
47 1.8E-09
48 1.2E-09
49 7.8E-10
50 5.2E-10
51 3.5E-10
52 2.3E-10
53 1.5E-10
54 1.0E-10
55 6.9E-11
56 4,6E-11
57 3.1E-11
58 2.0E-11
591 . 1.4E-11
60 9.1E-12
61 6.0E-12
62 4.0E-12
63 2.7E-12
64 1.8E-12
65 1.2E-12
66 8.0E-13
67 5.3E-13
68 3.5E-13

FIGURA 13 69 24E-13
(Continuacidn) 70 1.6E-13

PROBLEMAS

Grupo A

1" “Todos los pasajeros y su equipaje tienen que ser revisa-
dos para investigar si no llevan armas. Suponga que 10 pa-
sajeros por minuto, en promedio, llegan al aeropuerto de
Gotham City (los tiempos entre llegadas son exponenciales).
Para investigar si fos pasajeros llevan armas, €l aeropuerto
debe contar con un punto de revisién que consta de un de-
tector de metales y un aparato de rayos X. Se requieren dos

*Basado en Gilliam (1979).

20.4 Sistemadelmeas de espera MIMIIE ool y 1a firmula de colas [ = AW

empleados siempre que el punto de revision estd en opera-
cién. Un punto de revisién puede verificar un promedio de
12 pasajeros por minuto (el tiempo para revisar a los pasa-
jeros es exponencial). Si se supone que ¢l acropuerto tiene
s610 un punto de revision, conteste las preguntas siguientes:

a ;Cuél es la probabilidad de que un pasajero tenga
que esperar antes de ser revisado en busca de armas?

b ;Cuéntos pasajeros, en promedio, hacen fila para pa-
sar al punto de revision?

1081



£ Cuanlo iempo pasard ¢l pasajero en el punto de re-
visitn, en promedio?

2 I2i Departamente de Ciencias de Decision pretende de-
terminar st renta una copiadora tenta o una vapida. El depar-
larento opina que ei tiempo de un empleado vale |15 déla-
res por hora. La renta de la copiadora lenta es de 4 dolares
la hora, ¥ un empleado requiere un premedio de 10 minutos
para completar el copiado {(tiempo con distribucion exno-
nencral). La renta de la copladora rapida s de 5 dolares por
hora y a un empleado le toma un promedic de 6 minutos ter-
minar el copiado. Un promedio de 4 empleados por hora ne-
cesita usar la copiadora (los tiempos entre licgadas son ex-
ponenciaies). ;Cual copiadora debe rentar ¢f departamento?

3 Para un sistema de lineas de espera M/M/ /G Diesloo, su-
ponga que A y p son el doble.
a ;Qué tanto cambia LY
b ;Qué tanto cambia 117
€ ;Que tanlo cambia la distribucion de probabilidades
de estado estable?

4 Un restaurante especializado en bocadilios tiene una
ventanilla desde la cual da servicio a los automovilistas en
su vehiculo. Llegan en promedio 40 clientes por hora a la
ventantlla. Se requiere 1 minuio en promedio atender a un
clicnte. Suponga que los tiempos entre llegadas v de servi-
clo son exponenciales.

a ;Cudntos clienles estan en la cola, en promedio?

I ;Cuinto tiempo, en promedio, pasa un cliente en el

restawanic (desde el tiempo de llegada hasta que cf tiem-

po de servicio se compleia)?

¢ ;En qué fraccion de liempo hay més de tres automo-

viles esperando servicio {eslo comprende el automdvil

{s1 acaso hay alguno) en la ventanitla)?

5 Db un sibado cualquiera, el Red Lobster atiende a 1000
clientes. El restaurante estd abierlo 12 horas. En promedio,
hay 150 clientes, jCuanto tiempo, en promedio, pasa un
cliente en el restaurante?

G La sala de maternidad local recibe 1500 bebés al aiio.
Cinco camnas de la sala de maternidad estén ocupadas, en
promedio. ;Cuanto tiempo la madre promedio permanece en
la sala?

7 Suponga que un promedio de 125 paqueles por segundo
de informacion llegan a un selector de via y que se necesi-
ta un promedio de .002 segundos procesar cada paquele. Su-
ponga liempos enlre llegadas y de servicio exponenciales, y
conteste las preguntas siguientes:
a ;Cudl es el miumero promedio de paquetes que estin
esperando entrar al selector de via?
i ;Cudl es la probabilidad que 10 0 mds paqueles es-
tén presentes?

Grupo B

8 Refiérase al problema 1. Suponga que la aerolinea desea
determinar cubdntos puntos de revision operar para minimizar
los costos de operacion y los costos por demora en un perio-
do de 10 afios. Suponga que el costo por retrasar a un pasa-
Jjero una hora es de 10 délares v que el aeropuerto estd abier-
to todos los dias durante 16 horas. Cuesta un millon de dolares
comprar un detector de metales y un aparato de rayos X, con-
{ralar al personal que lo opere y el mantenimiento durante 10
afios. Por ultimo, suponga que todos los pasajeros tienen la
mismia probabilidad de pasar por un punle de revision.

9" Cada una de las mdquinas de la linca de ensamble de
Widgetco deja de funcionar, en promedio, una vez al min-
to. Hay trabyjadores asignados para reiniciar una maguing
que se pard. La compafiia paga a cada trabajador ¢, dolares
por hora, y estima que cada hora en que tna maguina estd
inaetiva caesta a la empresa ¢, ddlares en produccion perdi-
da. La informacion seiiala que el liempo enlre paros sucesi
vos de una miquina y el tiempo para reiniciarla son exponen-
ciales. Widgetco planea asignar a cada trabajador un cierle
namero de maquinas para que las vigilen y Ias reparen, Seq
M = nimero total de maguinas de Widgelco. v = niimerg
de trabajadores contratados por Widgetco y £ = % = maqui-
nas asignadas a cada trabajador.

a Lxprese los costos por hora de Widgetco en terminos

de Ry M.

I Demuestre que el valor optime de R no depende del

valor de A1,

¢ Utilice el cdlenlo para demostrar que tos cosios se

minimizan cuando se escoge

"
0
R =
tn

[+ (T‘)w_
i Suponga que ¢,, = 78 cenlavos y ¢, = 2.75 dodlares.
Widgelco ticne 200 maquinas, y un trabajador puede rei-
niciar una maquina en un promedio de 7.8 segundos.
;Como puede ka compaiiia minimizar los costos?
¢ En los incisos (a) a (d) hemos supuesto tacitamenle
que, en cualquier punto en ef tiempo, la lasa a la cual se
paran las maquinas asignadas a un {rabajador no depen-
de de la cantidad de mdquinas asignadas al trabajador
que estan rabajando ahora en forma adecuada. ;Parece
razonable esta suposicion?

10 Tmagine un aeropuerto donde los taxis y los clientes
Hegan (tiempos enlre llegadas exponenciales) con tasas res-
pectivas de uno y dos por minuto. No importa cudnlos taxis
estén presentes, un faxi tiene que esperar. Si un cliente que
Hega no encuentra un taxi, se retira de inmediato.
a Modele esfe sisterna como un proceso de nacimien-
to-muerte. (Sugerencia: determine cuél es el estado del
sislema en cualquier tiempe dado vy trace un diagrama
de tasas.)
b Encuentre la cantidad promedio de taxis que estin
esperando un cliente.
¢ Suponga que todos los clientes que usan un faxi pa-
gan una tarifa de 2 délares. Duranie una hora cualquie-
ra, jqué ingreso recibirdn los taxis?

11 Un banco pretende determinar cual maquina debe ren-
tar de las dos que hay para procesar cheques. La renta de la
maquina | es 10 000 ddlares por afio v procesa 1000 cheques
por hora. La reata de la waquina 2 es de 15 000 délares por
aiio v elabora 1600 cheques por hora. Suponga que las mi-
quinas trabajan 8 horas al dia, cinco dias a la semana, 50 se-
manas al afie. EI banco debe procesar un promedic de 800
cheques por hora, y el cheque promedio procesado es por
160 délares. Suponga que la tasa de interés anual es de 20%.
Después determine el costo que representa para el banco (en
intereses perdidos) cada hora que un cheque pasa esperando
el proceso v el tiempo en procesarlo. Si se supone, adems,
que los tiempos entre llegadas y los tiempos de servicio son
exponenciales, ;qué miquina debe rentar el banco?

"Basado en Vogel (1979).
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puesto de trabajo. La corle establecio que como la cantidad
de trabajo enviado al trabajador casi se habia duplicado, ¢l
trabajo pendiente del empleado también s¢ deberia haber du-
plicade. Como su trabajo pendiente se incrementd por mas
de un factor de 10, &l debid haber estado flojeando. asi que
¢l Estado tenia justificacion por haberlo despedido. Aplique
la teoria de colas para defender al empleado (jestd basado en

4121 Una planta de neumaticos debe fabricar un promedio
de 100 peumaticos por dia. La planta produce los neumdti-
cos en un lote de tamaiio x. Ei gerente debe determinar el
tamaiio del lote x que minimice ¢f tiempo en que un lote pa-
<a en la planta. Desde el momento en que un lote de neuma-
ticos lega, s¢ requiere un promedio de - de dia arrancar la

Janta pata fabricar neumdticos. Una vez que la plania ya

esta en funciones, toma un promedio de 5 dia producir un un caso real!)

pewmdtico. Suponga que el tiempo para producir un lote 4 En relacion con el madelo M/ /G eojeo demuesire
de neumaticos estd distribuido en forma exponencial, y que el que los resultados siguientes se cumplen

{iempo para que un lote de neumaticos “arribe” también esti a W=1(L+ HIr.

exponcncia_lmente. dishibuidq. Determine el tamaiio el lote bW, = LiF.

que inimice el tiempo previsto que un lote pasa en la plan- ¢ Interprete los resultados en (a) y (o).

12 {desde la llegada del lote hasta el momenio en que s¢ cont-

pleta la produccién det lote).

13 Un empleado de la Oficina estatal de desempleo es el res-
nsable de procesar las formas de una compaiiia cuando €s-

15 Desde el momento en que s presenta una peticion de
informacion hasta el momenio en que se entrega, uha base
de datos se tarda un promedio de tres segundos en responder.
: . Enconframos que la base de datos estd mactiva alrededor de
3 abre sus puertas, El trabajador es capaz de procesar un pro- N - R .
e . 20% del tiempo. Conteste las preguntas siguientes sUponien-
medic de cuatro formas por scmana. En 2002, un promedio de .

iy . do que la base de datos se puede modelar como un sisterma
1.8 compaiiias por semana presento formas para su proceso, y MIMIL

¢l empteado tenia wabajo pendiente acumulado de 45 de se-
mana. En 2003, un promedio de 3.9 compatifas por semana
presentd formas para procesarlas, por lo que el empleado te-
pfa trabajo pendiente acumulado de cinco semanas. El pobre

a ;Cul es el tiempo promedio de servicio por pregun-
ta a la base de datos?
b ;Cudl es el nimero promedio de pregunias en el sis-

empleado fue despedido, pero puso pleito para recobrar su tema? - ) )
¢ ;Cudl es la probabilidad de que cinco o mis pregun-
tpasado en Karmarkar (1985). fas estén presentes?

20.5 Sistema de colas M/M/GDIcloo

En esta seccidn se trata el sistema de colas MIM/V/GDicloo. Recuerde que este sistema de
colas es un sistema M/M/1/GDlecfeo con una capacidad total de ¢ clientes. El sistema
MIMIIGD/cloo es idéntico al sistema M/M/1/GD/eofeo, excepto por el hecho de que cuan-
do ¢ clientes estan presentes, a todas las liegadas se le niega la entrada, y ¢l sistema las
pierde por siempre. Al igual que en la seccién 20.4, suponemos que los tiempos entre Hle-
gadas son exponenciales con tasa A, y los tiempos de servicio son exponenciales con ta-
sa p. Entonces el sistema MIMI/GDicle se podria modelar (véase figura 14) como un
proceso de nacimiento-mucite con los pardmetros siguientes:

A=A (=01....c-D

A, =0 (33)
Mo =0
M = (j:1>2:-~'>c)

Como A, = 0, el sistema nunca alcanzard cl estado ¢ + 1 (o cualquier estado superior).
Conviene, como en la seceion 204, definir p = A Luego podemos aplicar las gcuaciones
(16) a (19) para encontrar que si A # u, las progabiiidades de estado estable para el mo-
delo MIMI1/GD/cleo se obtienen con

_ 1=
S
7rj=pj179 (i=12,...,0 (39)
;=0 (j=c+1l,et2,..)

A
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FIGURA 14
Diagrama de tasas para
el sistema de colas
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Soluclon

Al combinar (34) con el hecho de que L = »i24 jar;, es posible demostrar que cy

- ando
/\\ # M,

AL = e+ Dp" + ep™ 'y

(=N = py (2)

L:

SI A = u, entonces todas las c;en (16) son iguales a 1, v todas las m; deben ser igualeg
Porlo tanto. si A = 1, las probabilidades de estado estable para el sistema M/M/1/G Do
son

{36)
L = .

Al igual que con el sistema MIMIVGDloofeo, L = Qary + o -y =] .

Como antes, podriamos determinar Lyapartirde L, = L — L.

La determinacion de ¥ y W, a partir de (28) v (29) es cuestion engaiiosa. Recuerde que

en (28) v (29), A representa la cantidad promedio de clientes por unidad de tiempo que ey-

fra realmente al sistema. En el modelo de capacidad finita, llega un promedio de A Hegadas

por unidad de tiempo, pero Aar, de estas Hlegadas encuentran el sistema lleno cn toda sy

capacidad y se retiran. Por lo tanto, un promedio de A — Aqr, = A(] — ;) llegadas por

unidad de tiempo en realidad entran al sistema. Al combinar este hecho con (28) y (29) se

obtiene

L L,

W=—sr— 'y W=

Al = ) AL — )

Para un sistema M/M/1/GD/cle, existira un estado estabie incluso si A = w. La razon es

que incluso si A = u, Ia capacidad finita del sistema evita que la cantidad de personas en
el sistema se “amplifique”. '

(30)

Una peluqueria que atiende una sola persona tienc vn total de 10 sillas. Los ticmpos entre
llegadas siguen una distribucion exponencial, y un promedio de 20 posibles clientes llega
cada hora a la peluquerfa. Los clientes que al llegar a Ia peluquerta la encucntran llena, ya
ho entran. El peluquero se tarda un promedio de 12 minutos en cortar el cabello a cada
cliente. Los tiempos del corte de cabello estan distribuidos en forma exponencial.

T En promedio, ;cuantos corles de cabello por hora completara el peluquero?

2 ;Cuanto tiempo pasara en promedio un cliente en la peluqueria?

1 Una fraccion a4 de todas las licgadas encontrard que la peluqueria esta llena. Por lo
tanto, un promedio de A(1 — 7ry4) entrara cada hora a Ia peluqueria. Todos los clientes
que entran obtendran su corte de cabello, de modo que ¢l peluquero hard un promedio de
A(l = 71,0) cortes por hora. Segiin este problema, ¢ = 10, A = 20 clientes porhoray pu =35
clientes por hora. Entonces, p = 25—0 =4,y (34) da

1 -4
1= 410

Ty =

1 —4 —3(4'%
e = 410(1 - 4“)_ VIR

Por lo tanto, un promedio de 20(1 — %) = 5 clientes por hora conseguira su corte de ca-
belio. Esto quiere decir que un promedio de 20 — 5 = 15 clientes por hora no enfraran
a Ia peluqueria.

caPitain 26 Tenrla de imaae do aenpia famhicn tanrfa da onbae)




2 Para determinar ¥, utilice

41
L=

Entonces con (37) se obtiene

i

a! Bl

{Esta peluqueria estd ilen
luquero.

— @'Y + 104’

(35) y (37). Segin (35),

= 4“)(1 4 = 9,67 clientes

9.67
f = — = 1,93 horas
2000 — 5

peluquero haria bien en contratar por lo menos & ofro pe-

Hoja de calculo para
M/M/1/GD/c/

En la figura 15 (archivo M1
calcular cantidades importante
la celda B2, u en la celda C2
da F2 se proporciona la proba

MMICAP.XIS

{raccién de todos los clientes que encuct
lan las cantidades L, Ls, Ly, W, W,y W,
de estado estable a partir de las ccuaciones

datos del ejemplo 8.

el sistema de lineas de espera

ina plantilla que s¢ puede usar para
tas MIM/1/GDicleo, Introduzca A €n
y ¢ (suponemos que ¢ = 1000) en la celda D2. En la cel-
bilidad de estado estable de que el estado es ¢. Bsta es la
Jtran el sistema lleno. En el renglén 4 se calcu-
En la columna E se calculan las probabilidades
(16) a (18). En la figura 15 se presentan los

CAPxls) se presenta
s para el sistema de co

PROBLEMAS

Grupo A

de servicio consta de un servidor, el cual
entes por hora (tiempos

{ Una insialacién
puede atender a un promedio de 2 cli
de servicio exponenciales). Un promedio de 3 clientes por
hora Hega a la instalacion (se supone que los tiempos entre
llegadas son exponenciales). La capacidad del sistema €s de
3 clientes.

a ;Cudntos clientes potenciales entran, en pro

sistema cada hora?

b ;Cudlesla probabilidad de que el servidor esté ocu-

pado?

2 Un promedio de 40

medio, al

automéviles por hora (los tiempos ¢n-
tre llegadas siguen una distribucion exponencial) estd tentado
a pasar por el servicio para automovilistas del restaurante Hot
Dog King. Si un total de més de 4 automéviles estin hacien-
do cola (inctuso el auto al que estén atendiendo) un automo-
vil no entrara a la cola. Se requiere un promedio de 4 minu-
tos (distribucién exponencial) para atender a un automovil.

a Cuilesla cantidad promedio de autorngviles que

esta esperando atencion? (No se incluye un vehiculo al

que estin atendiendo.?

b ;Cuéntos vehiculos seran atendidos, en promedio,

por hora?

t Apenas me he formado en la cola para que me atien-

dan. En promedio, jcudnto tiempo esperaré antes de que

me sirvan mis bocadilles?

3 Llega un promedio de 125 paguetes de informacion
por minuto 2 un selector de via para internet. Se requiere
un promedio de .002 segundos para procesar ull paquete de
informacién. Bl disefio del selector de via permite tener una
memoria temporal limitada para almacenar mensajes en espe-
ra. Cualquier mensaje que Hegue cuando esta memoria estd

Hena, se pierde. Si suponcmos que jos tiempos enire llegadas
y de servicio siguen una distribucion exponencial, jde qué
tamafio debe ser la memoria temporal para tener la cerleza
de que se pierde, cuando mucho, un mensaje en un millén?

Grupo B

4 Demuestre quesip # 1

_ p;.‘i"

I—p
(Sugerencia: recuerde como se evalud 1+ p + p2 + o)
5 Utilice la respuesta del problema 3
babilidades de estado estable para el sist
dado en la ecuacion (34).

8 Hay dos peluquerias situadas lado a lado, cada una aten-
dida por un solo peluquero, en Dunkirk Square. En cada una
pueden estar 4 clientes, como mMaximo; cualquier cliente po-
tencial que encuentre una peluqueria ilena no espera ¢l cor-
te de cabello. El peluguero 1 cobra 11 dolares por corte de
cabello y tarda un promedio de 12 minutos en terminar el
corte. Fl peluquero 2 cobra 5 délares por corte de cabello y
tarda un promedio de 6 minutos en terminar su trabajo. Un
promedio de 10 clientes potenciales por hora llega a cada
peluqueria. Naturalmente, un cliente pofencial se vuelve un
cliente real solo si encuentra que Ja peluqueria no esté llena.
Si suponemos que los tiempos entre llegadas y los fiempos
para el corte de cabello son exponenciales, ;qué peluquero
ganard mas dinero?

1

Ldhptp to et p =

para derivar las pro-
ema M/M/1/GD/cl®

quefia compaitia de pedidos por
Un promedio de 60 perso-
didos, v se necesita un mi-

7 Seas Beginnings, una pe
correo tiene una linea telefonica.
nas por hora llama para hacer pe

20.5 Sistema da colas MIMI BB gl 1085



FIGURA 153

A B .G b E F G

1| MMUGDI  |LAMBDA?|  MU? c? RO [Pl TURNED AWAY
2 20 5] 100 410750000180 1500000358
3 oL s b e T w T ws T wo
4 19.666669291 0.99999928 8'1'6'6667'3 193333524 020 1733335241
5 SRS NY:
6 F O l )

7 — I I I

. :_ = e

9 T i B e A -
10 i

o - S S S S S

12 STATE  [LAMBDA(] MU(Q) | ¢l PROB  #IN QUEUE COLA*COLE
13 0 20 0] 1[7.1526B-07 o 0
4 I 20 5 4| 2.861E-06 0] 2.86102E-06
15] 2 20 5 16] 1.1444E-05 1| 2.28882B-05
16. 3 20 5 641 4.5776E-05 20 0.000137329
17 - 4 20 5 256)0.00018311 3. 0.000732422
18] s 20 51 1024/0.00073242 4] 0.00366211]
19 6 20 s 4096000292069 TSI 0.017578129
20 7 20 5 16384] 0.01171875 6|  0.08203127
217 8 20 5 65536( 0.04687501 7] 0.375000089
22 9 20| 5 262144 0.18750004 8/ 1.687500402
23 10 0 5/ 1048576/ 0.75000018 9 7.500001788
24 1 o 5/ 0 0 10 0
25 12 0 3 0 0 1 0
26 13 0 5 0 0 12 B 0
27 14 0 5 0 0 13 0
28 15 0 5 0 0 i4 0
29 16 0 5 0 0 15 0
30 17 0 s 0 0 16 0
81 18 0 S 0 0 17 0
32 19 0 5 0 0 18 0
‘33 20 0 5 0 0 19 0
34 21 0 5 0 0 20 0
35 22 0 5 0 0 21 0
‘36 23 0 5 0 0 2 0
57, 24 0| 5 0 0 23 0
38 25 © 0l 5 0 0 24 0
39, 26 0 5 0 0 25 0
40, 27 0 5 0 0 26 0
47 28 i 5 0 0 27 0

nuto para atender una llamada. El tiempo entre llamadas y
et liempo para atender una llamada siguen una distribucion
exponencial. Si la linea estd ocupada, Seas Beginnings pue-
de poner hasta ¢ — 1 ¢n espera. Si ¢ — 1 personas estan en
espera, una persona que lame escucha una sefial de ocupa-

1086

do y Hama a un competidor (Air End). Seas Beginnings de-
sea que s6lo 1% de todos los que Hamen escuche una sefial
de ocupado. ;A cudntas personas debe mantener en espera

la compaiiia?

caiTuro 20 Teoela de Wineas de esoera (tamhién Tenefa de colagy




20.6

FIGURA 16
Diagrama de {asas
para el sistema de

colas MIMislGDlIoolo

Sistema de colas MIMIslGl oo

Consideremos ahora el sistema M/M/s/GDfeofeo. Suponemos que los tiempos enire le-
gadas son exponenciales (con tasa A), los tiempos de servicio son exponenciales {con ta-
sa 1) ¥ que hay solo una cola de clientes que esperan ser atendidos en une de los servi-
dores en paralclo. Si estan presentes j = s clientes, entonces fos j clientes estan en servicio;
si j > s clientes estan preseutes, entonces los s servidores cstin ocupados, y / — s clien-
tes estan haciendo cola. Cualquier cliente que llegue y encuentre un servidor desocupado
entra al servicio de inmediato, pero un cliente que llegue y no encuentre un servidor de-
socupado se une a la cola de clientes que esperan servicio. Los bancos y las oficinas de
corrcos en los cuales todos los clientes hacen una sola coia en espera del servicio se pue-
den modelar cono sistemas de lineas de espera M/M/s/GD/oofeo,

Para describir e} sistema M/M/s/GD/oo/o como un modelo de nacimiento-muerte, ob-
sérvese que (como en el modelo AM/M/1/GDjooJoo \; = A (j = 0,1,2,...). 81 servido-
res estan ocupados, entonces los servicios terminan a una tasa de

\Ju"+ﬂ+..:;]‘,ﬂ
Jr

Siempre que J clientes estén presentes, min (/, s) servidores estardn ocupados. Por lo tan-
to, p; = min (j, s)u. En resumen, encontramos que el sistema M/M/s/GDfeofoo s puede
modelar como un proceso de nacimiento-muerte (véase figura 16) con pardmetros

A=A (j=0,1,..))
=g (J=0,1,...,9) (38)
M = SiL (j=s+1ls+2,..)

definimos p = SA For p < 1, al sustituir (38) en (16) a (I19) se obtienen las siguientes
probabilidades de estado estable:

= - (39)
T e e )

i—o si(1 — p)

5 j’lT

Wiﬁi’%ﬁ G=1,2...,8 (39.1)
J!
h) j’iT

75':-(——18%2 (j=s8s+1L,s+2,..) (38.2)
BIAY

Si p = I, no existe estado estable. En otras palabras, si la tasa de llegadas es por lo me-
nos de la misma magnitud que la tasa de servicio maxima posible (A = s, el sistema
se “amplifica”.

De acuerdo con (39.2), s¢ puede demostrar que la probabilidad de estado estable de
que todos los servidores estén ocupados estd dada por

Dy — (sp)’mo
P(j=s) = ) (40)

" m £ Cietoma da ealae M oo oo 1087



TABLA &
P(j = §) para ¢l sistema de colas M/MIsIGDicoloo

I)] s§=12 §s=13 s=1 §=235 s=% s=1
10 02 00 00 00 006 00
20 07 02 Q0 00 00 .00
30 14 .07 .04 02 01 00
40 22 14 .09 06 04 A3
.50 33 24 17 13 10 .08
55 39 29 23 18 14 A1
60 45 35 29 24 20 17
G5 51 A2 A5 30 26 21
it 57 Sl 43 38 L 30
75 Od 57 51 46 42 39
.30 A 65 .60 .55 52 49
B85 8 13 069 65 62 60
90 L5 83 19 76 4 72
95 92 91 .89 .83 87 85

En la tabla 6 se caicula P(j = s) para diversas situaciones. También se puede demosirar
que

[ =
L, - P(j = s)p (@
L—p
Entonces, con (28) se obtiene
L =
o= e PU=S) (42)

7 A Spe— A

Para determinar L (y lucgo 1), se aplica el hecho de que L= L, -+ L, Puesto que
W, = i, la ecuacion (30) muestra que L, = % Entonces,

A

L=1L,+— (43
7
AsSimisino,
W= L
A
L I
= 9 4
Aoow (1)
= W, + L
7
i 1
_Pi= 5) 4o
Spe— A M

Cuando necesitamos determinar L, Lg, W o W, empezamos por buscar P(j = s)enlata-
bla 6. Luego usamos (41) a (44) para estimar la cantidad que deseamnos. Si nos interesa
la distribucién de probabilidad de estado estable, encontramos P(j = 5) en la tabla 6y,
luego, aplicamos (40) para deternunat 7. Después, mediante (39.1) y (39.2) se obtiene
la distribucién completa de estado estable. Los dos ejemplos siguientes 1lustran fa aplica-
cion de las formulas anteriores.

S T SN I F SR PR S [y PP )



CCEJEMPLO 1

Solucidn

S EJEMPLO 10

Solucidn

~Cajerosdebancos -

Imagine un banco con dos cajeros. Un promedio de 80 clientes por hora llega al banco,
y esperan en una sola cola que se desocupe algtin cajero. El tiempo promedio que se re-
quiere para atender a un cliente es 1.2 minutos. Suponga que los tiempos enire llegadas
y los tiempos de servicio son exponenciales. Determine.

1 Numero esperado de clientes presentes en ¢l banco.
2 Tiempo esperado que un cliente pasa en el banco.

3 Fraccion de tiempo que un cajero en particular esta desocupado.

1 Tenemos un sistema M/M/2/GDfeofeo con A = 80 clientes por hora y s = 50 clientes
por hora. Por lo tanto p = % = (.80 < |, de modo que si exisie un estado estable. (Pa-
ra A = 100 no existiria estado estable.) De acuerdo con la tabla 6, P(j = 2) = .71. Enton-

ces, con {41) se tiene

8071 .
= = 2.84 clientes
1 — .80

y de (43), L = 2.84 + 5} = 4.44 clientes.

2 Como W = %, W= 1‘% = (0.055 hora = 3.3 minutos.

3 Para determinar la fraccidn de tiempo que esta desocupado un cajero en particular,
observe que esta desocupado durante el tiempo total en que j = 0y fa mitad del tiempo
(por simetria) que j = 1. La probabilidad de que un servidor esté desocupado esta dada
por 7 + 0.57. Apoyéndonos e¢n el hecho de que P(j = 2) = .71, oblenemos 7 a par-
tir de (40):

= siP(j=s(1 —p) _ 21070 — .80) "
’ (sp)° (1.6)° ‘
Ahora (39.1) da

m

1
- LT~ 176

Por lo tanto, la probabilidad de que un cajero en particular esté desocupado es m + 0.5, =
11 + 0.5(.176) = .198. Podriamos haber encontrado 7, directamente a partir de (39):

l 1 I

o = = = —
°T L, ROl RO i+ 16464 9
I! 21(1 — .80)
Este valor es consistente con el calcufo efectuado de mp = AL

~Personal paraun banco: o S

El gerente de un banco debe determinar cuantos cajeros deben trabajar los viernes. Por
cada minuto que un cliente permanece en la fila, el gerente opina que se genera un cos-
to de § centavos por la demora. Dos clientes por minuto, en promedio, ilegan al banco.
Toma, en promedio, dos minutos completar la transaccion de un cliente. Al banco le cues-
ta 9 dolares por hora contratar un cajero. Los tiempos entre llegadas y los tiempos de ser-
vicio son exponenciales, ;Cudntos cajeros debe tener el banco trabajando ios viernes con
el fin de minimizar la suma de los costos de servicio y los costos de demora?

Como A = 2 clientes por minuto y g = 0.5 cliente por minuto, ;4— < 1 requiere que% <1
es decir, s = 5. Por lo tanto, debe haber por lo menos 5 cajeros, o la cantidad de clientes
presentes se “amplificard”. Ahora calculemos, paras = 5,6, ...,

Costo esperado de servicio  costo esperado por deinora
+

Minuto minuto

an & Sdemade colas MidlsiEloofoo 1089
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Costo esperado del servicio
Minuto

Puesto que cada cajero recibe - = 15 centavos por minuto,

= 0.15%

Al igual que en el ejemplo 4,

minutc

Coslo esperado por demora (clienles esperados) /costo esperado por demora
Minuto

cliente )
Pero

Costo esperado por demora

— = 0,051,
Cliente

Como ilega un promedio de dos clientes por mimuto,

Costo esperado por demora

= 20.05W,) = 0.101,

Minulo
Paras = 5, p = <z = 80y P(j = 5) = .55. De (42),
W, = B L. 1 minutos
5(.5) — 2

por la tanto, para s = 35,

Costo esperado por demora

=0.11.1) =11
Minuto (1.1 ¢

y para s = 5,

Costo total esperado
Minuto

= 0.15(5) + 0.11 = 86¢

Como s = 6 tiene un costo de servicio por mimtto de 6(0.15) = 90 centavos, 6 cajeros
no pueden tener un costo lotal inferior a 5 cajeros. Por lo {ante, lo dptimo es tencr 5 ca-
jeros en servicio. En otras palabras, si se pone otro cajero el banco puede ahorrar cuan-
do mucho 11 centavos por minuto en costos por demora. Como otro cajero cuesta 15 cen-
tavos por minuto, no puede ser optimo contratar mas de 5 cajeros.

419741

Ademaés del tiempo previsto del cliente en el sistema, la distribucion del tiempo de es-
pera del cliente es importante. Por ejemplo, si todos los clientes que fienen que esperar
més de 5 minutos en una caja del supermercado, deciden cambiarse a otra tienda, la pro-
babilidad de que un cliente dado se cambie a otra tienda es igual a P(W > 5). Para de-
terminar esta probabilidad, necesitamos conocer la distribucion del tiempo de espera de
un cliente. Para un sistema de colas M/M/s/FFCIS/eofeo, s& puede demostrar ue

1 —exp[—pt(s — 1 — sp)} }1—
s—1—sp
P(W, > {) = P(j = s) exp [ sl ~ p)f] (46)

P(W > ) =¢ [1 + P(j=5) {45)

Para ilustear el uso de las ecuaciones (45) y (46), refiérase al ejemplo 7. Suponga que (pa-
ras = 5) el gerente del banco quicre saber la probabilidad de que un cliente tenga que
esperar en la fila mas de 10 minutos. Paras = 5, p = .80, P(j =2 5) = S5y u = 0.5
cliente por minuto, fa ecuacion (46) proporciona

P(W, > 10) = 55 exp [—5(0.5)(1 — 80)(10)] = 55 ¢ * = .004

Sis — t = sp, entonces AW > 1) = e M+ P(j = nua.
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Por lo tanto, el gerente del banco puede tener la certeza que ja probabilidad de que un
cliente tenga que esperar mas de 10 minutos es muy pequeiia.

Hoja de calculo para el sistema de colas M/M/s/GD/ofo

En fa figura 17 (archivo Muitiple.xls) se presenta un plantilla que se puede usar para
caleular cantidades importantes para el sistema de colas M/Mis/GDiesfos, Escriba A en la
celda B2, . en la celda C2, yen la celda D2, . Caleule P(j = 5) en la celda B6. En el
renglon 4 se calculan las cantidades L, Ly, Lg. W, Wy W, Estime P(W, > t}en A8 para
ol valor de la entrada f en la celda B8. En Ia celda C8 catcule P(W > ) pata el valor de {
en la celda BS. Las probabilidades de estado estable se calculan en la columna E (estamos
suponiendo que hay una pequeiia probabilidad de que mas de 1000 clientes eslén presen-
tes). Los datos del gjemplo 10 se proporcionan en la figura 17 (con cinco servidores).

Si contamos con una hoja de caleulo para determinar cantidades de interés para el sis-
tema M/Ms podremos aplicar téenicas para hoja de calculo, como Tablas y Buscar obje-
tivo para contestar preguntas de interés. Por ejemplo, reconsidere ¢l ejernplo 10. Para de-
terminar Ia cantidad de servidores que minimiza el costo esperado por minuto nos gustaria
variar el namero de servidores (empezar con cinco) y calcular ¢l costo esperado por mi-
nuto para diferentes cantidades de servidores. Esto se efectiia con una (abla de datos uni-
direccional. (Véase figura 18.)

paso 1 Fscriba la cantidad posible de servidores (5 a 8) en las celdas J5:18.

Paso 2 FEscriba la formula del costo esperado por minuto cn una columna a la derecha
y un reglon por arriba de donde se listan las cantidades posibles de servidores, Esto es en
la celda K4.

=0.15*D2+B2*G4*0.05

paso 3 Seleccione el intervalo de la tabla. Este comprende los valores, la formula
calculada y ¢l intervalo donde s¢ sithian los valores de la formula calculada. En el ejem-
plo, el intervalo de la tabla es J4:K8.

paso 4 Elija Tabla de Datos y seleccione Tabla Unidireccional (porque modificamos so-
lo un valor, el nimero de servidores).

Paso5 Llene el cuadro de didlogo como se indica en la figura 19. De esta manera s¢ ins-
truye a Excel a colocar en forma repetida los valores de cntrada en la columna de la iz-
quierda del intervalo de 1a tabla en la celda D2 (ndmero de servidores) y vuelva a calcu-
lar la formula (costo esperado por minuto, el cual se infroduce en la celda K4). Luego
obtenga el costo esperado por minuto para 5 a 8 servidores. Al igual que la vez anterior,
encontrard que cinco servidores consiguen el mas bajo costo esperado por minuto.

El siguiente es otro ejemplo de como podemnios usar herramientas efectivas de hoja de
caleulo con el fin de contestar preguntas importantes acerca de las lineas de espera. Su-
ponga que (ueremos saber (en el caso de cinco servidores) el nonagesimo percentil del
tiempo de un cliente en el sistema. Es decir, deseamos saber el valor de f que hace P(W
> f) igual a .10, Esto se calcula facilmente con Buscar objetivo de Excel. Buscar objetivo
permite encontrar qué valor de una celda (la celda que cambia) ocasiona que una formu-
la en otra celda (la celda definida) asuma un valor deseado (lltamada con el valor).

Para usar Buscar objetivo en la biisqueda del nonagésimo percentil del tiempo de un
cliente en el sistema, seleccione Buscar objetivo en Herramientas, y ¢ ilena el cuadro de
dislogo como se indica en la figura 20. Este cuadro de didlogo encuentra el valor para f en
B8 que hace P(W > £} igual a .1 (calculado en C8). Encontramos que con cinco servido-
res, 10% de todos los clientes pasara por lo menos 6.7 min en el banco. (Véase figura 21.)

Observe que la precision de Buscar objetivo se mejora si selecciona Opciones en He-
rramientas, luego elija Calcular, y €n Cambio miximo escriba un namero mas pequefio
que el que ya esta seiialado, que es de .001. Por ejemplo, un Cambio maximo de .000001
da la certeza que al terminar la operacion de Buscar objetivo, P(W > ) estara dentro de
000001 de .10.
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FIGURA 17
A 1 . B G D E F - G H

1 M/M/sIGD LAMBDA? MUY 57 RO ]
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51 T i o T —ws T we e
4 6.21645022 4221645022 3.10822511] _1999999999)  1.108225109,

5 STATE P(j>=s) . | n
6 110.55411255 o i ‘

7 PONgS) | U7 P(W>t) I o

8 0.019390014 670521931 0.10000006 " Tl T
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o™l - U 1T T T B
11 e

12 STATE LAMBDA(J]] MUQ) [@] PROB | #IN QUEUE |COLA*COLE |COLE*COL
i3 0 2] 0 110.01298701 i 0 0
14 1 2 0.5 41 (1.05194805 ol 0.051948052 0
i5 7 2 1 8| 0.1038961 0l 0.207792208 0
16 3 2 1.5} 106666667 0.13852814 0f  0.415584416 0
37 4 2 21 10.6666667; 0.13852814 0|  0.554112554 0
18, 5 2 2.5/ 8.53333333 0.11082251 0| 0.554112554 0
19 6 2 2.51 682666667 0.08365301 11 0.531948052] 0.08865801
20 7 2 2.5] 5.46133333{ 0.0709264 | 2] 0.496484848|0.14185281
21 3 2 2.5| 4,36906667] 0.05674113 3] 0.453929004| 0.17022338
22 9 2 2.5/ 3.49525333] 0.0453929 4| 0.408536104] 0.1815716
23 10 2 2.5 2.79620267| 0.03631432 S| 0.363143203] (.1815716
24 11 2 2.512.23696213{0.02905146 6| 0.319566019 0.17430874
25 12 2 2.5] 1.7895697110.02324117 7 0.2788939810.162688106
26 13 2 2.5{ 1.43165577] 0.01859293 gl 0.241708116] 0.14874346
27 14 2 2.5] 1.§4532461]0.01487435 97 0.208240839{ 0.1338691 1
28 15 2 2.510.9162596%] 0.01189948 10| 0.178492147]0.11899476
29 16 2 2.5/ 0.73300775] 0.00951958 1] 0.152313299} 0.10471539
30 17 2 25| 0.5864062] 0.00761566 121 0.129466304] 0.09138798
31 18 yl 2.5] 0.46912496| 0.00609253 13{  0.109665575 0.07920292
32 19 2 2.510.37529997] 000487403 14| 0.092606486] 006823636
33 20 2 2.5| 0.30023998! 0.00389922 15]  ©0.077984409] 0.05848831
34 21 2 2.5]0.24019198] 0.00311938 16]  0.065506904]0.04991002
35 vy 2 2.510.19215358] 0.0024955 17]  0.0549010241 0.04242352
36, 23 2 2.5]0.15372287] 0.0019964 18 0.04591722] 0.03593522
37 24 2 2.510.12297829] 0.00159712 19¢  0.038330897] 0.0303452%
38 25 2 2.5/0.09838264} 0.0012777 200 0.031942414}0.02555393
139 26 2 2.510.07870611]0.00102216 21| 0026576088 0.0214653
40 27 2 2.5 0.06296489{ 0.00081773 220 0.022078597] 0.01798997
A1 28 2 2.5|0.05037191]0.00065418 23] 0.018317058}0.01504015
A2 29 2 2.510.04029753| 0.00052334 24] 0015176991} 0.0§256027
A3 30 2 251 0.03223802; (.00041868 750 0.012560268] 0.01046689
A4, 31 2 2.5|0.02579042] 0.00033494 26|  0.010383155] 0.00870845
A5 32 2 2.5/0.02063233 1 0.00026795 271 0.008574476; 0.00723471
46! 33 2 2.510.01650587 0.00021436 28| 0.0070739431 000600213
A7 34 2 2,51 0.01320469: 0.00017149 200 0.005830644| 0.0049732
48. 35 2 2.5 0.01056376] 0.00013719 30| 0.604801707] 6.00411575]
49 16 2 2.5 0.008451}0.00010975 31| 0.003950119] 0.00340235;
<50 37 2 250 0.0067608] 8.7803E-05 320 0.003248698] 0.00280968
51 38 2 2.5 0.00540864] 7.0242E-05 33 0.0026692! 0.00231799

N s Y¥nth )

o ooy Tearia e lineas de espera (iambién {eorfa de eolas)



FIGURA 18

FIGURA 19

FIGURA 20

FIGURA 21
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Aplicacién de LINGO para los calculos de M/M/s/GD/co/e

La funcién @PEB( ) de LINGO obtiene la probabilidad de que todos los servidores es-
tén ocupados (P(j = 5)) para un sistema M/Mis/GDiooleo, La funcion @PEB tiene dos
argumentos: el primero es ¢l valor de M, y el segundo es el namero de servidores. Por
lo tanto, en el ejemplo 9, @PEB(80/50,2) = 711111 da P(j = 2).

Es posible usar fa funcién @PEB para resolver problemas de optimizacion de lineas
de espera con LINGO. Por ¢jemplo, para determinar el niimero que minimiza el costo de
los servidores en el ejemplo 10 introduciriamos el problema siguiente en LINGO:

MODEL:

1} MIN:.lG*@PEB(Q,S)/(.5*8"2) + .15*5;

2} S5»5;
END

En el renglon | 10*@PEB(4,S)/(.5*S—2) es ¢l costo esperado por minuto debido a la
espera de los clientes, en tanto que 15%S es el costo de servicio por minuto. Se infiere €l
renglon 2, porque necesitamos por lo menos cinco servidores para que exista un estado
estable. LINGO da por resultado § = 5 con un valor de 1a funcion objetivo de .860823
(éste es ¢l costo esperado por minuto).
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Un supermercado pretende decidir cudntas cajas registra-
doras mantener abiertas. Suponga que un promedio de 18
clientes liega cada hora, y que el promedio de tiempo en que
un cliente salda su cuenla es de ¢ minutos. Los tiempos en-
tre llegadas y Jos tiempos de servicio son exponenciales; ade-
mas, el sistema se podria modelar como un sistema de lineas
de espera M/Ais/GDleofes, Cuesta 20 dolares por hora operar
una caja registradora, y se fija un costo de 25 centavos por
cada minuto que el clienie pasa en ef arca de las cajas regis-
tradoras. ;Cuantas cajas debe mantener abiertas la ienda?

2 Un pequeito banco trata de determinar cudntos cajeros
contratar, El costo total por emplear a un cajero es 100 do-
jares por dia, y un cajero puede atender un promedio de 60
clientes por dia. Un promedio de 50 clientes llega en prome-
dio al dia al banco. Los tiempos entre liegadas y los tiem-
pos de servicio son exponenciales. Si el costo por demora
por dia-cliente es 100 dolares, jcudntos cajeros debe confra-
tar el banco?

3 Todos los ticmpos entre tlegadas y de servicio son expo-

nenciales en este problema,
a [Fn este momento, tanto ¢l departamento de finanzas
como el departamento de comercializacion tienen una me-
candgrafa. Cada mecanografa puede escribir 25 cartas por
dia. Finanzas requiere que se escriban un promedio de 20
cartas por dia, y comercializacion necesita un promedio
de 15 carlas al dia. Determine para cada departamento el
tiempo promedio que transcutre entre el momento en que
se solicita una carta y la terminacién de la misma.
b Suponga que las dos mecandgrafas estan mancomu-
nadas; es decir, cada mecandgrafa estaria disponible pa-
ra hacer las carlas de cualquiera de los dos depariamen-
tos. De acuerdo con este arreglo, calcule el tiempeo
promedio que transcurre entre el momento en que se pi-
de una carta y 1a terminacion de la misma.
¢ Comente los resuliados de los incisos (a) y (b).
th Segin el arreglo mancomunado, jcudl es Ja probabi-
lidad de que més de .200 de dia (ranscurra enire la peti-
cién de elaborar una carta y la terminacién de la misma?

4 MacBurger desea determinar cudntos servidores (o co-
Jas) deben estar disponibles durante el tumo del desayuno.
Un promedio de 100 clicntes llega durante una hora al res-
taurante. Cada cola o servidor puede atender un promedio
de 50 clientes por hora. Un servidor cuesta 5 dotares por ho-
ra, y el costo de un clienle que espera en la fila durante una
fiora cs 20 ddlares. Suponga que es aplicable un modelo
MIMs!GDfesfeo, y determine el nimero de colas que mini-
mizan la suma de los costos de demora y de servicio.

5 Un promedio de 100 clientes licga al banco de Gotham
City. El tiempo promedio de servicio por cada clienie es un
minuto. Los tiempos de servicio y los tiempos entre llegadas
son exponenciales. El gerente quiere asegurarse que no mas
de 1% de todos los clientes lendra que esperar en la cola du-
rante mas de 5 minutos. Si el banco sigue la estrategia de
formar a todos los clientes en una sola cola, jcuéntos caje-
ros debe confratar el banco?

6 Un promedio de 90 huéspedes por hora llega al vestibulo
de un hotel (los tiempos entre llegadas son exponenciales) y
esperan para registrarse. En este momento hay cinco emplea-

o e o B

dos, y los huéspedes estan formados en una sola cela, egpe-

rando que esté¢ disponible un empleado. Un empleado tarda

un tiempo promedio de 3 minutos (distribuido exponencial-

mente) en atender a un huésped. Los empleados ganan 10 do-

lares por hora, y e hotel fija un costo de tiempo de espera e

20 délares por cada hora que un huésped espera en la cola.
a Calcule ef costo esperado pot hora del sistema actual.
i El hotel planea poner en lugar de un empleade una
maquina automatica para registrar a los huéspedes. El
gerente estima que 20% de todos los huéspedes utilizard
la maquina. Una maquina de este tipo tarda un promedio
de un minuto para atender al huésped. Cuesta 48 dolares
por dia (1 dia = 8 horas) operar unta de estas maquinas.
JE hotel deberfa instalar la mdquina? Suponga que to-
dos los clientes que estin dispuestos a usar la maquina
hacen una sola fila,

7 Un promedio de 50 clientes por hora llega a una peque-
fia oficina de correos. Los tiempos enlre llegadas estan ex-
ponencialmente distribuidos. Cada ventanitla atiende un pro-
medio de 25 clientes por hora. Los tiempos de servicio
siguen una distribucion exponencial. Cuesta 25 dolares por
hora abrir una ventaniila, y la oficina valora el tiempo que
un cliente pasa esperando en la fila en 15 défares por hora-
cliente. Para minimizar los costos esperados por hora, joudn-
tas venianillas deben estar abjertas?

8 Un promedio de 300 clientes llega a una enorme sucui-
sal del banco 2. Se requicre un promedio de 2 minutos para
atender a cada cliente. Cuesta 10 dolares por hora mantener
abierta wna ventanifla de cajero, por lo que el banco estima
que perdera 50 dolares en ganancias futuras por cada hora que
un cliente espera en la cola. ;Cudntas ventanillas de cajeros
debe abrir el banco 27

9 Un promedio de 40 estudiantes por hora lega al labora-
torio de computacion de la Maestria de Administracion de
Empresas. Bl estudiante promedio utiliza una computadora
durante 20 minutos. Suponga tiempos entre llegadas v de
servicio exponenciales.
a  Si queremos que, cuando mucho, el tiempo promedio
que un estudianic espere una compufadora sea 10 minu-
tos, ;cudntas computadoras debe tener el laboratorio?
b Si queremos que 95% de todos los estudiantes espe-
re durante 5 minutos o menos una computadora, Jendn-
tas computadoras debe tener el laboratorio?

16 Un sistema de almacenamicnto de datos consta de 3
unidades de disco que comparle una cola comin. Llega un
promedio de 50 peticiones de almacenamiento por segundo.
El tiempo promedio necesario para atender una solicitud es
de .03 5. Suponga que los tiempos entre Hepadas y los tiem-
pos de servicio son exponenciales, y delermine

a La probabilidad de que una unidad de disco esté ocu-

pada.

b La probabilidad de que ninguna unidad de disco es-

t& ccupada.

¢ La probabilidad de gue un trabajo tenga que esperar.

il La cantidad promedio de trabajos presente en el sis-

tema de almacenamiento.

11 Un contador de boletos de la Northwest Airlines pro-
nostica que necesitaran registrarse 200 personas por hora. S¢

ey Tanefa o Haooe dn penera {(amblan tearis de colas)



requicre un proqledio de 2 minutos atender a un cliente. Su-
onga que los tiempos entre llegadas y los tiempos de ser-

yicio ST exponenciales, y que todos los clientes hacen una

2 fila, esperando al primer agente disponible.

a Siqueremos que el tiempo promedio que un cliente
pasa en la cola y en ef servicio sea de 30 minutos o me-
nos, jcudnios empleados deben estar disponibles?

b Si queremos que 95% de todos los clientes esperen
45 minuios © Menos, jcuantos empleados debe haber dis-

pcnibies‘?

sol

Grupo B

12 Un promedio de 100 clientes liega por hora al banco de
Gotham City. Un cajero tarda un promedio de 2 minutos en
atender a un cliente. Los tiempos de servicio y entre Hegadas
son exponenciales. En la actualidad, cuatro cajeros trabajan
en ¢l banco. El gerente del banco desea comparar los dos si-
femas siguientes respecto al namero promedio de clientes
presentes en ¢l banco y 1a probabilidad de que un cliente pa-
se mas de 8 minutos en el banco:

gistema 1 Cada cajero tiene su propia cola, y no se permi-
" te cambiarse de cola.

gistema 2 Todos los clientes se forman en una sola cola y
esperan al primer cajero disponible.

Si usted fuera el gerente del banco, ;qué sistema preferiria?

13 Un taller de instalacién de mofles tiene tres mecanicos.
Cada mecinico tarda un promedio de 45 minutos en insta-

lar un nucvo molle. Supenga que licga un promedio de un
cliente por hora, (Cual cs el nimero esperado de mecanicos
que estan ocupados en cualquier momento dgado? Dé res-
puesta a la pregunta sin suponer que los tiempos de servicio
y los liempos emre llegadas son exponenciales.

14 Considerc los dos sistemas siguienics de lineas de es-
pera:

Sistema 1 Un sistema M/M/1 con tasa de llegadas Ay ta-
sa de servicio 3.

sistema 2 Un sistema M/M/3 con tasa de Hegadas Ay en
el que cada servidor trabaja a una tasa j.

Sin hacer calculos extensos, jeudl sistema tendra ta Wy L
més pequenias? (Stigerenci@. exprese los parimetros de na-
cimiento-muerte de cada sistema. Lucgo determine cual es
mas efectivo).

15 (Requiere usar una hoja de calculo de LINGO.) La

_ planta Carco ubicada en Bedford fabrica limpiadores para

parabrisas para automoviles Ford. En un dia especifico, ca-
da maquina de la planta es capaz de producir 1000 limpia-
dores. La planta trabaja 250 dias al aito, y Ford necesita 3
millones de limpiadores al aiio. Cuesta 50 000 dolares por
ailo operar una maquina. Por cada dia que un limpiador es
retrasado se genera un cosio de 100 délares (debido a un pe-
riodo de paralizacion en la produccion de otras plantas).
;Cuéntas maquinas debe tener la planta de Ford? Suponga
que los tiempos entre ilegadas y los tiempos de servicio son
exponenciales.

20.7

Modelos M/GloolGDlooleo y GliGleolGhleoloo

Hay muchos ejemplos de sistemas en los cuales un cliente nunca tiene que esperar para
que comience el servicio. En dichos sistemas, se podria pensar que la permanencia com-
pleta del cliente en ¢l sistema es el tiempo de servicio. Como un cliente nunca tiene que
esperar el servicio, hay, en esencia, un servidor disponible para cada llegada, y podriamos
pensar que cste es un sistema con servidores infinitos (0 atiéndase usted mismo). Dos
ejemplos de un sistema con servidores infinitos se presentan en la tabla 7.

Un sistema con servidores infinitos, en el cual los tiempos entre Ylegadas y de servi-
cio pueden apegarse a una distribucion arbitraria de probabilidad, se podrian expresar co-
mo sistemas de colas GI/Gleo/ GD/esfeo, aplicando la notacién de Kendall-Lee. Dicho sis-

tema opera como Sigue:

1 Los tiempos entre llegadas son iid con distribucion comim A. Definimos E(A) = 5

|

Por lo tanto, A es la tasa de llegadas.

92 Cuando un cliente llega, entra inmediatamente al servicio. El tiempo de cada cliente

en el sistema esté regido por una distribucion S que tiene £(S) = L

TABLA 7

B’

Ejemplos de sislemas dg lineas g espera con senvidores infinitas

Situacff‘m i wi llegédas

* Tiempo de sevicio.

‘Estado del sistema

" (tiemgo en e} sistema)
Endustria La compaiiia entra Tiempo hasta que la firma Mamero de compaiias
a la industria deja a la industria en la industria
Programas Los estudiantes entran  Tiempo en que el estudiante Nomero de estudiantes
universitarios  a un programa permanecc en el programa - en el programa

20.7 Modelos MEleolbBlcoloo y GifGloolGlicoloo
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Sea L el nimero esperado de clientes en ef sistema en el estado estable, y W el tiem-
po previsto que un cliente pasa en el sistema. Por definicion, W = 711 Entonces, de fa ecua-
cion (30) sc infiere que

1’.7 =— (an

La ccuacion (47) no requicre ninguna suposicion de exponencialidad. Si los tiempos entre
jlegadas son exponenciales, se puede demostrar que (incluso para una distribucion de tiem-
po de servicio arbitraria) ta probabilidad de estado estable de que j clientes estén presen-
tes (llamela ;) sigue uia distiibucion Poisson con media ﬁ De donde se infiere que
L ANS A
Ay g
&)

™ =

J!

El ejemplo siguiente ilustra la aplicacion caracleristica de un sistema Gf/G/leo/ G eofoo,

Durante cada afio, un promedio de tres heladerias o fuentes de soda abre sus puertas en
Smalltown. El promedio de tiempo en que una fuente de sodas permanece en el negocio
es 10 aftos. §Cual es el nimero promedio de heladerias que se encontraria cn Smaiitown
el primero de enero de 25257 Si el tiempo entre la apertura de las heladerias es exponen-
cial, jcudl es la probabilidad de que el primero de enero de 2525 haya 25 hetaderias en
Smalltown?

Sabemos que A = 3 tiendas por aiio ¥ quei“ = 10 afios por heladerda. Si suponemos que el
estado estable va sc alcanzo, habra un promedio de L = /\(ﬁ) = 3(10) = 30 heladerias ¢n
Smalliown. Si los tiempos entre llegadas de las heladerias son exponenciales, entonces,
30)25e™ X
= GO T 05
25!

Naturalmente, también podriamos calcular Ia probabilidad de que baya 25 heladerias con
la formula de Excel

Solucion

mys

=POISSON(30,25,0)

Fsla formula da .045.

TN

PROBLEMAS

Grupo A

lar. Un promedio de 20 empresas de este tipo abre sus puet-
tas cada afio en ese estado. La compatiia promedio perma-
nece en el negocio durante 10 afos. Si la tendencia actual

1 El club Columbus Record atrae cada semana 100 nuevos
iniembros. Los miembros permanecen activos duranie un
promedio de un afio (1 a0 = 52 semanas). En promedio,

;cudntos miembros tendra el club de discos?

2 Fl programa para obtener el grado de doctor de la uni-
versidad estatal en el drea de negocios, admite un promedio
de 25 estudiantes de doctorado cada aiio. Si un estudiante de
doctorado pasa un promedio de cuatro afios como residente
en la universidad, ;cudntos estudiantes de doctorado espera-
ria uno encontrar ahi?

3 Hay en la actualidad 40 empresas en el estado de India-
na, que construyen casas en las que sc uliliza la energia so-

continda, jcudl es la cantidad esperada de compaiiias de es-
te tipo que se encontrard en Indiana? Si el tiempo entre 12
entrada de las compaiiias a la industria se distribuye en for-
ma exponencial, jeudl es la probabilidad de que {en el esta-
do estable) haya més de 300 compabias relacionadas con 1a
energia solar en el negocio? (Stugerencia: para una A gran-
de, la distribucion Poisson se puede aproximar mediante una
distribucion normal).

o L an Tartia da lnaae de aenara (ambign tearia de colas)



20.8 Sistema de lineas de espera M/G/G0Iooloo

En esta seccion se estudia un sistema de lineas de espera con un solo servidor en el que
Jos ticmpos entre ilegadas son exponenciales, pero la distribucion de los fiempos de ser-
vicio (8) no requiere ser exponencial, Sea A la fasa de llegadas (s¢ supone que se mide
en llegadas por hora). También definamos -l[— = E(S)y o’ = var S.

De acuerdo con la notacién de Kendall, un sistema de lineas de espera de ese tipo se
representa como un sistema de colas M/G/1/GDleofos, Un sistema M/G/1/GD/feoles 1o €5
un proceso de nacimiento-muerie porque ia probabilidad de que se complete ¢l servicio
entre / y { + Af cuando el estado del sistema cn el tiempo ¢ es j depende del tiempo que
ha transcurrido desde que se completd fa dltima servicio (porque los tiempos de servicio
ya no tienen la propicdad de carencia de memoria). Por lo tanto, no podemos expresar ka
probabilidad de que se complete un servicio entre £ y { + At en la forma uAf, por lo que
un modelo de nacimiento-muerte no es apropiado.

La determinacién de las probabilidades de estado estable para un sistema de lineas
de espera MIG/1/GDfeoleo €5 una cuestion dificil. Como ya no son validas las ecuaciones de
estado estable para el proceso de nacimiento-muerte, se debe emplear un método distin-
to. Sc usa la teorfa de las cadenas de Markov para determinar 7, la probabilidad de que
después que ¢l sistema ha operado por largo tiempo, { clientes estaran presentes en el ins-
tante inmediatamente después que s¢ complete un servicio (véase problema S al final de
esta seccion). Se puede demostrar que 7 =, donde ; cs la fraccion de tiempo des-
pués que el sistema ha operado por mucho tiempo en que i clientes estan presentes (véa-
se Kleinrock (1975)).

Por fortuna, si utilizamos los resuitados de Pollaczek y Khinchin, podemos determinar
Lo LLy, W, Wy ¥, . Pollaczek y Khinchin demostraron que para un sistema de colas

MIGIV/GD/eofoo
/\2 2 + 2
2(1 — p)
donde p = ﬁ Como W, = i, de (30) se infiere que L, = )\(ﬁ) = p. Como L = L + Ly,
obtenemos
L=L,+p (49)
De (29) y (28) se infiere que
L
W, =—= 50
= )
1
Ww=Ww,+— (51)
il

Se puede demosirar, asimismo, que o, la fraccién del tiempo que el servidor esta deso-
cupado, es 1 — p. {Véase problema 2 al final de esta seccidn.) Este resultado es similar
al del sistema M/M/1/GD/eoloo.

Con el fin de ilustrar el uso de (48) a (51), imagine un sistema MIM/{1iGD/eofes con
A = § clientes por hora y u = 8 clientes por hora. De acuerdo con lo que sabemos de

MIMIVGD{eoloo,
L= ”iA :§~i—5=~§—clientes
L, :L—p=-§——%=~—clientes
E]
W= L = 3 -1 hora
A 5

o0 8 Sdemsde leas de espera MIEN160 ol 1097



5
y = = = — hora
A 5 24

Segin (3) v (4), sabemos que E(S) = % horay var § = (J% hora”. Entonces, con (48) sc
obtiene

25 5 5
L=~L,+p= P -+ S = % = 3 clientes

25

L,

W, == 2= D o

A 5 24

El
|
W= E = % =3 hora

Para demostrar como la varianza del tiempo de servicio puede afectar de manera unpor-
tante la efectividad de un sistema de colas, considere un sistema de colas M/ D/i1/GDioofes
cuyas A y g son idénticas a fas del sistema MiM/I1/GDfoofoo que apenas tratamos. Por lo

que toca a este modelo M/D/1/GDlesfoo, ES) = % hora y var 8 = 0. Entonces,

5/
__(LT = ?21% clientes
211 =
8
2;
L
e _ 48 _ > hora
5 48

En este sistema M/D/1/GDleoloo, un cliente representativo pasara s6lo la mitad del tiem-
po en la cola como en un sistema de colas MIM/1/GD/ooleo con tasas de llegada y de ser-
vicio idénticas. Como lo sefiala este ejemplo, ain cuando los tiempos medios de servicio
no disminuyan, al disminuir la variabilidad de los tiempos de servicio, se reduce de ma-
nera sustancial 1a dimension de la cola y el tiempo de espera del cliente.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Un promedio de 20 automoviles por hora Hega a la ven-
tanilla de “servicio en su aufo” de un restaurante de bocadi-
llos. Si el ticmpo de servicio para cada automévil es de 2
minutos, jcudntos awtomoéviles (en promedio) estaran for-
mados en Ia cola? Suponga tiempos entre llegadas exponen-
ciales.

2 Aplique el hecho de que L = "‘7 para demostrar que, pa-
ra un sistema de colas M/G/1/GD/eofos, la probabilidad de
que el servidor estd ocupado es p = 2.

3 Un promedio de 40 automdviles por hora llega a un taller
de pintura de un solo servidor GM para ser pintado. El 95%
de los automoviles requiere un minuto para que lo pinte; el
5% se pinta dos veces y el trabajo requiere 2.5 minutos. Su-

ponga que los tiempos entre llegadas son exponenciales.

a ;Cuinto tiempo espera, en promedio, un automévil
antes de que lo pinten?

b Silos automaoviles nunca tuvieran que ser repintados,
;qué tanto se modificaria la respucsta del inciso (a)?

Grupo B

4 Considere un sistcma de colas M/G/1/GD/eofeo €1t el cual
se presenta un promedio de 10 llegadas cada hora. Suponga
que cada tiempo de servicio al cliente sigue la distribucion
Erlang, con paraimetro de proporcionalidad de un cliente por
minuto y parametro de forma de cuatro.
a Encuentre el namero previsto de clientes que esperai
cn la cola.

[ R T WS 1 IF SUN g S papey FES 1



b Determine el tiempo previsto que un cliente pasara
en el sistema.
¢ (Qué fraccion def tiempo estara desocupado el servi-
dor?
5 imagine un sistema de colas M/IG/1/G Dot en el cual los
tiempos enlic llegadas se distribuyen exponencialmente con
pardmetro Ay los tiempos de servicio tienen una funcion de
densidad de probabilidad s(7). Sea X, el numero de clientes
presentes e el instante después de que ei i-¢simo cliente com-
leta Su SErviclO.
a Explique por qué Xi, Xo -
Markov.

o, X, ...oesuna cadena de

cio), P7; = (probabilidad de que ocurra una legada du-
rante un tiempo de servicio); y que paraj = i, Py = {pro-
babilidad de que j — i + 1 llegadas ocurtan durante un
tiempo de servicio.

d Explique-por qué, paraj =i~ Lyt~ 0,

B J“ s(x)e M()L\'}'f i
= T
{]

L =it v

Sugerencia: 1a probabilidad que un tiempo de servicio este
entre v + Ax es Avs(x). Dado que ¢l tiempo de servicio es
igual a x, ta probabilidad de que j — i + 1 liegadus ocurran

. , . . durante el tiempo de servicio es
b Expligue por que Py = P(Xzqy = jIXy = ) escero
para j <1 1.

¢ Délarazondequei > 0, Pz = {probabilidad de
que ninguna llegada ocurra duranie un tiempo de servi-

e—h\‘()‘x} j—itl
G+ )

20.9 Modelos de origen finito: modelo de reparacidn de méguinas

Con excepcidn del modelo MIM/1/GDicles, todos los modelos estudiados muestran tasas
de llegada independientes del estado del sistema. Como ya se estudio, hay dos situacioncs
en las que la suposicion de tasas de llegada de estado independientes podvia ser invalida.

1 Si los clientes no descan formar largas colas, la tasa de llegadas podria ser una fun-
cion decreciente de la cantidad de personas presentes en el sistema de lineas de espera.
Véanse los problemas 4 y 5 al final de la seccidn, ya que ejemplifican esia situacion.

2 Si las llegadas a un sisterna son extraidos de una poblacion pequeifia, la tasa de le-
gadas podria depender en gran medida del estado del sistema. Por ejemplo, si un banco
solo ticne 10 depositantes, entonces en un instante en que todos los depositantes estan en
el banco, ia tasa de llegada debe ser cero, pero que si menos de 10 personas estan en el
banco, la tasa de llegadas sera positiva,

I.os modelos en los cuales las legadas son extraidas de una poblacién pequeiia se deno-
minan modelos de origen finito. Enseguida se estudia un modelo de origen finito conoci-
do como nodelo de reparacion de maquinas (o modelo de interferencia de las mdquinas).

En el problema de la reparacion de méquinas, el sistema consiste en K maquinas y R
personas que reparan maquinas o reparadores. En cualquier momento, una mAaquina €s-
pecifica estd en buenas o malas condiciones. El tiempo en que una maquina permanece
en buenas condiciones sigue una distribucién exponencial con tasa A. Siempre que una
maquina se descompone, s enviada a un centro de reparacion que consta de R personas
encargadas de reparar las méquinas, El centro de reparaciones da servicio a las maquinas
descompucstas como si liegaran a un sistema M/M/RIGD/eofo,

Por lo tanto, si j = R méaquinas estan en malas condicioncs, entonces, una maquina que
apenas se descompuso serd asignada de inmediato a reparacion; sij > R méquinas se des-
componen, j — R méquinas estaran esperando ¢h una sola cola a que un trabajador sc de-
socupe para que las repare. Se supone que el tiempo que s¢ requiere para completar la re-
paracion de una maquina es exponencial con una lasa f (el tiempo medio de reparacion
es +). Tras reparar una méquina, ésta vuelve a estar en buenas condiciones y nuevamente
es susceptible de descomponerse. Este modelo de la reparacion de maquinas se podria mo-
delar como un proceso de nacimiento muerte, donde el estado j en cualquier momento €8
Ja cantidad de maquinas en malas condiciones. Mediante la notacion de Kendall-Lee, el
modelo descrito se podria expresar como unt modelo M/M/RIGDIKIK. La primera K indi-
ca que podrian estar presentes, en cualquier momento, no mas de K clientes (0 maquinas),
y la segunda K significa que las llegadas tienen un origen finito de tamaiio K.

En la tabla 8 se muestra la interpretacion de cada estado para un modelo de reparacion
de méaquinas que tiene K = 5yR=2(G= maquina en buenas condiciones; B = ma-

an o Moo de ndoen finito: modelo de teparacitn de mAguinas 1099



FilcuRrAa 22
Diagrama de tasas para
un sistema de lineas de

espera MIMIBIGDIKIK
cuando A=2,K=9§

TABLA 8
Estadgs gosibles n ! problema de reparacidn de méquines ctando X = SyA=1

Himero de méruinas Mamero de reparadores
Estado buenas : Cafa de reparaciin ocupados
0 GCGGGG 0
| GGGO 1
2 GGO 2
3 GG B 2
4 & BB 2
5 BBR 2

SA
El estado es —

RN an 2 A

- - " o -
el nimero de I F\\ \\ \ F\
méquinas en o
malas -
condiciones \u/ Zp \ﬁl 2p 2p

quina descompuesta). Para determinar los pardmetros de nacimiento-muerte para ¢l mo-
delo de reparacion de maquinas (véase figura 22), observe que un nacimiento Correspoli-
de a una descompostura de una maquina, y una muerte corresponde a una méaquina que
apenas fue reparada. Para deducir la tasa de nacimientos en el estado j, debemos deter-
minar la tasa a la cual las maquinas se descomponen cuando el estado del sistema es j.
Cuando el sistema es 7, hay K — j miquinas en buenas condiciones. Como cada maqui-
na se descompone a una tasa A, la tasa (otal a la cual se presentan las descomposturas
cuando el eslado ¢s j ¢s

N=AE A A= (K A
e e
(K — XS
Para determinar la tasa de muerles para ¢l modelo de reparacion de 1aquinas, proce-
demos como lo hicimos en el andlisis del modelo MIMIs{GDfoofeo, Cuando ¢l estado es

7, min (j, R) reparadores estaran ocupados. Puesto que cada reparador ocupado termina la

compostura a una tasa g, la tasa de muerles j1; estd dada por

= jp (G=01,...,8
=Ry G=R+LREY2,...,K)

Si definimos p = 7";, al aplicar (16) a (18) se obtiene la distribucion de probabilidades de
estado estable siguiente:

qrjz(];)pfm, (j=0,1,...,R)

= (ﬂpfjmo (j=R+1L,R+2,....K
J
RIRIE

(K>ﬂ K1
il MK =D

[ PR THRSNIPUIINY / SYt & LSy P! O Y 1 P YA Y

(52}

En (52)



CEJEMPLO 123

Solueién

donde 0! = 1, yparan = |, nl = a(n — 1) -+ 2)(1). Para aplicar {52), empezamos por
determinar g a partir del hecho de que @y + m + - - + = 1. Al utilizar las proba-
bilidades de estado estable en (52) ya es posible estimar las cantidades siguientes que in-
teresan; .
/. = Cantidad esperada dc maquinas descompuesias.
L, = Cantidad esperada de maquinas que esperan servicio.
W = Tiempo promedio que una maquina pasa descompuesta (tiempo de paralizacion).
W, = Tiempo promedio que una maquina pasa esperando Servicio,

No hay, infortunadamente, formulas sencillas para L, L, Wy W, Lo mejor gque podemos
hacer es expresar estas cantidades en términos de las 1}

=K
L= Jm; (63)
=0
Vil
Ly=, (U~ R (59)
j=R

Enseguida utilizamos (28) y (29) para encontrar Wy W, Como la tasa de llegadas de-
pende del estado, fa cantidad promedio de Hegadas por unidad de tiempo se determina
mediante A, donde

N

j=

Iy

o
A= "ﬂ;,)lj
J

MK — jym = MK — L) (58)

i=

I
[
=

Si aplicamos (28) a las maquinas que estan en reparacion y a aquéllas que estan esperan-
do reparacion, tenemos

L
W= = 56
iy (56)
Al aplicar (29) a las mquinas que esperan reparacidn, obtenemos
L
S (57)

A

Con el siguiente ejemplo se ilustra el uso de las formulas.

El Departamento de Policia de Gotham City tiene cinco patrullas. Una patrulla se des-
compone, y requiere servicio una vez cada 30 dias. El departamento tiene dos mecanicos,
cada uno de los cuales requiere tres dias para reparar una patrulla. Los tiempos de des-
compostura y los tiempos de reparacion son exponenciales.

1 Determine el nimero promedio de patrullas en buenas condiciones.

9 Encuentre ¢l tiempo promedio de paralizacién para una patrulla que necesita repara-
cion.

3 Estime la fraccién de tiempo en que un mecanico en particular esta desocupado.

Es un problema de reparacion de maquinas con K = 5, R =2, A= 315 patrulla por dia y
o= % de patrullas por dia. Entonces,

wi—| B~

1
10
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Machrep.xls

Sepdn (52)

S\ /1
m =) g o= 5
5 1 \2
Ty = (2) (‘]6) Ty = g
S\ TV 3
oy = (3) (ﬂ_) E"E e = 0157, (58)
4
My = (Z) (Tl(_)) 2—'?;—)3 7y = 0015m,
SRR AT
T = (5) (ﬁ) —2’(? e = 0000757y

Entonees 7rg(1 -+ .5 + .1 -+ 015 + 0015 + .000075) = 1, 0 7y = .619. Ahora con (58)
se tiene m, = 310, m = .062, 73 = 009, 7w, = 00l y 75 = 0.

1 [l namero esperado de patrullas en buenas condiciones es K — L, que se obticne me-
diante

tn

K= jm=5=[0(619) + L(310) + 2(062) + 3(.009) + 4(.001) + 5(0)]

=0}

-

.

= 5 — 465 = 4.535 patrullas en bucnas condiciones

2  Determinamos W = % De acuerde con (55),
R 1
f\ — /\(5 — ])77,, - 5(5170 + 47}'] + 37}'2 + 277'3 k- Ty + O’IT‘;)
F=0
= ?10-[5(.619) + 4(.310) + 3(.062) + 2(.009) + 1(.001) + 0(0}]

= 0.151 patrutlas por dia

o bien,

A=MK—L)= 5%”—5 = (.151 patrullas por dia

Cotno L = 0.465 patrulla, entonces B = %]’—g% = 3.08 dias.

3 La fraccion de tiempo en que un mecanico esta desocupado es mp + 0.5 = 619 +
S(310) = 774

Si hubiera tres personas cucargadas de la reparacion, la fraccion del tiempo en que un
trabajador estaria desocupado seria mp + (%)m + (~;—)1r2, y para un personal de R perso-
nas, Ia probabilidad de que un trabajador en particular esté desocupado es

o B DM R 2w

+ R—)
R R R

Hoja de calculo para el problema de reparacion de maquinas

[n la figura 23 (archivo Machrep.xis) se presenta una plantilia para hoja de calculo para
el modelo de reparacién de maquinas. Se escribe A en lacelda B2; pen C2 vy la cantidad
de mecinicos en D2. Bn la celda F2 se escribe el nimero de maquinas. En el renglon 4 se
calculan L, Ly, Ls, W, W,y .. L, es igual al nimero esperado de maquinas (en gstado

kA W A narmrn Hambhign loar(a Ao palaey



compuesta pasa en reparacion. En

aparece en la figura 23.

de maquinas
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estable) que estdn en reparacion y W es igual al

tiempo previsto que una maquina des-
la columna E se calculan las probabilidades de estado

estable. Fstamos suponiendo que K = 1000. La informacion del ejemplo 12 es la que

Uso de LINGO para los calculos del modelo de reparacién

La funcién de LINGO @PFS(K* MR K) proporciona L, el nimero csperado (en el esta-
do estable) de maquinas en malas condiciones. Las
gen finito). Por lo tanto, para el ciemplo 12, @PFS(5%(1/30)/(1/3),.2,5) da el valor de .465.

siglas F'S significan Finite Source (ori-

PROBLEMAS

Grupo A

1 Una lavanderfa tiene cinco lavadoras, Una méquina se
descompone una vez cada cinco dias. Un MECANico e§ capaz
de reparar la lavadora en un promedio de 2.5 dias, Tres me-
cAnicos estan en servicio, por ahora. El duefio de la lavande-
ria tiene fa opcién de reemplazarlos con un supertrabajador,
gque puede reparar una lavadora en un promedio de 5/6 de
dia. El salario del supertrabajador es igual al pago de los tres
empleados regulares. Los tiempos de descomposturas y los
tiempos de servicio son exponenciales. jDebe ja lavanderia
reemplazar a los tres trabajadores por el superirabajador?
2 Mi perra acaba de tener tres cachorros muy juguetones
que salian dentro y fuera de su canasto que les sirve de ca-
ma. Un cachorro pasa un promedio de 10 minutos {distribu-
cién exponencial) dentro de su canasto antes de saltar hacia
fuera. Una vez fuera, el perrito pasa un promedio de 15 mi-
nutos (distribucién exponencial) antes de regresar a su cama.
a ;Cudl es la probabilidad de que mas perritos estén
afuera que adentro de su canasio en cualquier mo-
mento dado? :
b ;Cuéntos cachorros estarén en promedio en su cama?

Grupo B

3" Gotham City tienc 10 000 luminarias en el alumbrado
piblico. Los investigadores urbanos determinaron que, en

20.9 Modelss de origen finito: modsto de reparacién de m4quinas

cualquier momento dado, esté fundido un promedio de 1 000
[uminarias. Una luminaria se fande, en promedio, luego de
100 dias de uso. La ciudad contraté a Mafia, Inc., para que
cambie las luminarias fundidas. El contrato de Mafia, Inc.,
establece que la compailia reemplazard supuestamente una
l4mpara fundida del alumbrado pablico en un promedio de
siete dias. ;Opina que Mafia, Inc., cumple con ¢l contrato?

4 Con este ejemplo se ilustra el rechazo. La heiaderia Or-
yo Cookie de la plaza Dunkirk tiene tres competidores.
Como a la gente no le gusta hacer largas lineas de espera pa-
ra conseguir un helado, la tasa de llegadas de Oryo Cookie
depende de la cantidad de personas que estén en el estable-
cimiento. Mas claro, cuando j = 4 personas estdn presentes
en Ia heladeria, tos clientes llegan a una tasa de (20 — 5f) por
hora. Si més de cuatro personas estan en la heladeria Oryo,
la tasa de llegadas es de cero. Por cada cliente, jos ingresos
menos costos de materia prima son 50 centavos. Cada servi-
dor recibe como paga tres dolares por hora. Un servidor pue-
de atender a un promedio de 10 clientes por hora. Para ma-
ximizar las ganancias esperadas (ingresos menos costos de
materia prima y costos de mano de obra, ;cuéntos trabajado-

tBasado en Kolesar {1979).
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res debe contratar Oryo? Suponga que los tiempos entre He-
gadas y los tiempos de servicio son exponenciales.

5 Suponga que lodos los liempos cnire Hegadas a un siste-
ma de un solo servidor son exponenciales, pere cuando i
clientes estan presentes hay una probabilidad 7 de que una
legada sera rechazada y dejard el sistema antes de entrar al
servicio. Asimismo, suponga tiempos de servicio exponen-
ciales.
a Determine la distribucién de probabilidad det nime-
ro de personas presentes en ef estado estable.
b  Encuentre la cantidad esperada de personas presenies
en el estado estable. Sugerencia: aplique el hecho de
que podria ser uil:

2 3
efl+,\+2!l3!+
6 n el modelo de reparacion de maquinas, demuesire que
W= Kix — (3/A)

7 (Requiere el uso de una hoja de calenlo o LINGO.) El
modelo de reparacion de mdquinas se podria usar con fre-
cuencia para aproximar ¢l comportamiento de la CPU (uni-
dad central de proceso) de una computadora. Suponga que 20
terminales (asuma que siempre estdn ocupadas) alimentan a
la unidad centrat. Después de que la unidad central responde
al usuario, ésie tiene una ventaja de 80 segundos antes de en-
viar ofra peticién a la unidad (a esto se le Hlama tiempo para
pensar). La unidad central requiere un promedio de 2 s para
contestar cualquier peticion. ;Cuénto tiempo ticne que espe-
rar unt usuario antes de que la unidad central resuelva su pe-
ticion? §Qué tanto se modificaria su respuesta si hmbiera 30
terminales? ;Y si hubiera 40 terminales?. Naturalmente, us-
ted debe plantear suposiciones apropiadas respeclo a la ex-
ponencialidad para poder contestar a esla pregunta.

8  Allbest Airlines tiene 100 aviones. Las acronaves se des-
componen un promedio de dos veces al afio, y se requicre
una semana para ajustarlas. Si se supone que fos tiempos en-
tre las descomposturas y fas reparaciones son exponenciales,
JCuintos mecanicos se necesitan para asegurar que hay por
lo menos 95% de probabitidad de que 90 o mas aeronaves
estén disponibles? (Sugerencia: utilice una tabla).

9  Un ejército tiene 200 tangues. Los tanques necesitan
mantenimiento 10 veces al afio, y para el mantenimiento se
requiere un promedio de dos dias. Al eiército le gustaria to-
ner por lo menos un promedio de 180 tangques en buenas
condiciones. ;jCuantos mecanicos se requieren? Suponga
que los tiempos entre llegadas y los de servicio son expo-
nenciales. (Sugerencia: ulilice una sabla).

Grupo C

10 Bectol, Inc., estd construyendo una presa. Se requiere
un total de 10 millones de pics cibicos de tierra para la
construccion. Se utiliza un cargador frontal o bulldozer pa-
ra extracr lierra para la presa. Luego la tierra s¢ envia a la
presa en camiones de carga. Sélo hay un cargador frontal
disponible y su renta es de 100 dolares por hora. Bectod pue-
de rentar tantos camiones de carga como quiera, a 40 dola-
res por hora, Cada camion puede transportar [ 000 pies cii-
bicos de tierra. El cargador frontal sc tarda un promedio de
12 minutos en cargar al camién con ticrra, ¥ cada camion,
un promedio de cinco minutos en entregar la tierra a la pre-
sa y regresar al bulldozer. Proponga las suposiciones apro-
piadas respecto a la exponencialidad, y determine como
Bectol puede minimizar ¢l costo total esperado del movi-
miento de tierras necesario para la presa. (Sugerencia: jhay
un problema de reparacion de méquinas dondequicral)

20.10 Lineas de espera exponenciales en serie y redes abiertas

de lineas de espera

En Jos modelos de lineas de espera iratados hasta esle motnento, wi tiempo de servicio

complelo al cliente transcurre €

1 un solo servidor, En muchas situaciones (como en la fa-

bricacién de un producto en la linea de ensamble) el servicio al cliente no se completa has-
ta que el cliente ha sido atendido por miés de un servidor (véase, por ejemplo, la figura 24).

Al entrar al sistema (figura 24), la llegada se somete al servicio de la etapa ! (después
de esperar cn la cola, si todos los servidores de la etapa 1 estan ocupados cuando llega).
Después de completar el servicio de fa ctapa 1, el cliente espera y tienc que pasar por el
servicio de la ctapa 2. Este proceso continiia hasta que el cliente completa el sexvicio de
la etapa k. Un sistema como ¢l de la figura 24 se denomina sistema de lineas de espera
de k etapas en serie (o en tandem). Un teorema notable, que se debe a Jackson (1957),
es el siguiente (véase una demostracion en Heyman y Sobel (1984)).

~Si (1) los tiempos entre llegadas,

para-un sistemia de lineas de espera el seric son

exponenciales con tasa A, (2) los tiempos de servicio por cada servidor de la etapa
i son exponenciales y'(3) cada etapa tiene una sala de espera de capacidad infinita,
entonces los tiempos entre llegadas para ias llegadas a cada etapa del sistema de
lineas de espera son exponenciales con.{asa A. '

e o e bt e e danefa da pplac)



FIGURA 24
Colas exponenciales en serie
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Para que este resultado sea vélido, cada etapa debe tener suficiente capacidad de servi-
cio para atender a los clientes que arriban a una tasa A; si no es as, la cola se “amplifica-
r4” en la etapa cuya capacidad sea insuficiente. De acuerdo con el estudio del sistema de
lineas de espera M/M/s/GDfeoleo en 1a seccion 20.6, vemos que cada etapa tiene capacidad
suficiente para atender las llegadas que {legan con tasa A si y solo si paraj = 1,2,....k
A = sy SUA < s, el resuitado de Jackson implica que la etapa j del sistema de la fi-
gura 24 se podria analizar como un sistema M/M/sGDleoleo con tiempos entre llegadas ex-
ponenciales cuya tasa es A y tiempos de servicio exponenciales con un tiempo de servicio
medio t La utilidad del resultado de Jackson se ilustra mediante el ejemplo siguiente,

“EJEMPLO:13 - : Ensamble de automdviles

Las ultimas operaciones que se efectiian en un automévil antes de que su manufactura es-
té completa son insfalar el motor y poner los neumaticos. Un promedio de 54 automovi-
fes que flegan por hora requierc estas dos operaciones. Hay un trabajador disponible pa-
ra instalar el motor, y es capaz de atender un promedio de 60 automoviles por hora.
Después de que ya se instald el motor, ¢l vehiculo pasa a la estacion de neuméticos y es-
pera a que le pongan los propios. Hay tres trabajadores en esta estacion. Cada uno traba-
ja en un automovil a la vez, y es capaz de fijar los neumaticos a un vehiculo en un pro-
medio de tres minutos. Tanto los tiempos entre llegadas como Jos tiempos de servicio son

exponenciales.
1 Determine la longitud media de la cola en cada cstacion de trabajo.
2  Estime el tiempo total previsto que un vehiculo pasa en espera de servicio.

Solucién  Este es un sistema de lineas de espera en serie con A = 54 automoviles, s, = 1, py = 60
automdviles por hora, s, = 3y ptz = 20 automéviles por hora (véase figura 25). Como A <
p1 ¥ A < 3pp, ninguna cola se “amplificard”, por lo que es aplicable el teorema de Jack-
son. Por lo que toca a la etapa | (motor), p = %% = 90. Entonces {27) proporciona

(AN [0 y
L, (para el motor) = = | —=—1 = 8.1 automoviles
1—p 1 — .90
Ahora, de acuerdo con (32), se tiene
L, &l
W, (para el motor) = Y = <4 = 0.15 hora

e ffeeel Ao oncol e naialae on enria v redne 2hisrtas de Hneas de espera 1105



FIGURA 25
Sistema de lineas de
espera en serie para
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Por lo que se reficre a la elapa 2 (neumdlicos), p = %O—)f = 90. En la tabla 6 se encuen-
ra que P(j = 3) = .83. Ahora (41) genera

83(.90)

L, (para los neumaticos) = %0 = 7.47 automoviles

Entonces,

L, 147

W, (para los neumalicos) = -—— = = (.138 hora
A 54 ,

Por lo tanto, el tiempo total previsto que un automovil pasa en espera de la instalacion
del motor y los neumticos es 0.15 + 0.138 = 0.288 h.

S R

Redes abiertas de lineas de espera

El tema que se {rata enseguida es una generalizacion las de lineas de espera en serie. Al
igual que en la figura 24, suponga que la estacion j consiste en s; servidores exjponencia-
les, v cada uno opera a una lasa ji;. Se supone que los clientes llegan a la estacion j des-
de afuera del sistema de colas a una tasa ;. También se supone que eslos tiempos entie
llegadas se apegan a una distribucién exponencial. Una vez que s¢ completa el servicio
en la estacion i, un cliente se forma en {a cola de la estacion j con probabilidad py; y ter-
mina el servicio con probabilidad

i
I —

j

3

Pij

i

Ahora definamos A;, la tasa a la cual los clientes legan a la estacién j (se incluyen las lle-
gadas a la estacion j desde afuera del sistema y desde otras eslaciones). Ay, Az, ..., A S€
pueden determinar al resolver ¢l siguiente sistema de ecuaciones lineales:

i=k

NErnt oy opgh (=120
i=1

Esto se infiere porque una fraccion py; de las llegadas A, a la estacion liegaran luego a la
estacion j. Suponga que s, > A; se cumple para todas las estaciones. Entonces se puede
demostrar que la distribucion de probabilidad del ntmero de clientes presentes en la esta-
cién j y ef mimero esperade de clientes presentes on fa cstacion j se puede determinar 8
se trata a la estacion j como un sisteina M/Ms;/GDioofoo con tasa de llepadas A; y tasa de
servicio gy Si para alguna j, Siy; = A;, entonces 1o existe distribucion de estado estable
de los clientes. Vale la pena hacer notar que la cantidad de clientes presentes en cada €5-



EJEMPLO 14

Solucion

tacion es una variable aleatoria independiente. Es decir, jeconocer la cantidad de personas
en todas las estaciones que no son fa estacion j no nos dice nada respecto a la distribucion
del nimero de personas en la estacion j! Este resultado no se cumple en el caso de que no
sean exponenciales los tiempos entre llegadas o los tiempos de servicio.

Para determinar L, el nimero esperado de clientes en ¢l sistema de colas, sume sim-
plemente el nimero esperado de clientes presentes en cada estacion. El tiempo promedio
que un clienie pasa en el sistema, J¥, se encuentra aplicando la formula L = AV a todo
el sistema. Aqui, A = r; + rp + -+ - + 1 porque esto representa la cantidad promedio
de clientes por unidad de tiempo que ilega al sistema. Mediante el ¢jemplo siguienie sc
ilustra el analisis de redes abiertas de lineas de espera.

= Ejemplo de redes abiertas de lineas de esper:

Considere dos servidores. Un promedio de ocho clientes por hora llega desde fuera al ser-
vidor 1 y un promedio de 17 clientes por hora llega desde fuera al servidor 2. Los tiem-
pos entre Hegadas son exponenciales. El servidor 1 es capaz de atender a una tasa expo-
nencial de 20 clientes por hora, y el servidor 2 atiende a una tasa exponencial de 30
clientes por hora. Después de completar el servicio en el servidor 1, la mitad de los clien-
tes sale del sistema, y la mitad se dirige al servidor 2. Después de finalizar el servicio en
el servidor 2, % de los clientes completan sus tramites y % regresa al servidor 1.

1 ;Qué fraccion del tiempo el servidor 1 estd desocupado?
2 Determine el nimero esperado de clientes en cada servidor.
3 Encuentre el ticmpo promedio que pasa un cliente en el sistema,

4 ;Qué tanto cambiarian las respuestas de (1) a (3) si el servidor 2 pudiera atender s6-
lo un promedio de 20 clientes por hora?

Esta es una red abierta de lineas de espera con r; = 8 clientes/hora y r, = 17 clientes/ho-
ra. Asimismo, py, = .5, pay = .25y p11 = paz = 0. Podemos determinar A, y A; al resol-
ver Ay = 8§ + .25A, y Ay = 17 + .5A,. Asi se llega a A; = 14 clientes/hora y A, = 24
clientes/hora.

1 Se podria tratar al servidor 1 como un sistema M/M/1/GDfeo/ con A = 14 clientes/
hora y g = 20 clientes/hora. Entonces, mp = | — p = 1 — .7 = .3. Por lo tanto, el ser-
vidor 1 estd desocupado 30% del tiempo.

- . 14 _ 1, i e _
2 De acuerdo con (26), encontramos que . = 557 = 7 enelservidor 1 y L = 3555

= 4 en el servidor 2. Por lo tanto, un promedio de 4 + % = 13—9 clientes estara presente
en el sistema,

3 W= %, donde A = 8 + 17 = 25 clientes/hora. De aqui que

(19)
_ A3/ 19,
W= —25 —m75 hora

4 En este caso, sypy — 20 << A, de modo que no existe estado estable.

Compnetwork.xls

Modelos de redes de redes de comunicacion de datos

Las redes de lineas de espera se usan por to regular para modelar redes de comunicacion
de datos. Los modelos de lineas de espera permiten determinar el retraso caracteristico
que sufren los datos transmitidos, y también disefiar la red. El andlisis se basa en Tannen-
baum (1981). Véase el archivo Compnetwork.xls.



FIGURA 26

FIGURA 27

FIGURA 28

Considere una red de comunicacion de datos con cinco nodos (4, B, C, D, £). Supon-
ga que cada paquete de datos transinitido consiste en 800 bits, y que el numero de paque-
tes por segundo que se liene que transmitir entre cada par de nodos es como se indica en
la figura 26. '

Por ejemplo, se debe enviar un promedio de cinco paquetes por segundo desde el no-
do A hasta el nodo 8. Los paquetes no siempre se transiniten por el itinerario mas direc-
to. Suponga que las rutas usadas para transmitir cada tipo de mensaje son los que se se-
fialan en la figura 27.

Por ejemplo, todos los mensajes que tienen que ir desde 4 hasta £ se transmilen por
medio de la ruta A-B-D. Cada arco o itinerario que unc dos nodos tiene una capacidad
medida en miles de bits por segundo. Es decir, un arco con 16 000 bits/segundo de capa-
cidad puede “atender” 16 000/800 = 20 paquetes/segundo. Cada capacidad de arco en
miles de bits por segundo se presenta en la figura 28. Nuestro interés es, naturalmente, el
retraso esperado de un paguete. Asimismo, si la capacidad total de la red es himitada, es
importante determinar la capacidad de cada arco que minimizara el retraso esperado de
un paguete. La forma comin de enfocar este problema es tratar cada arco como st fuera
una cola MiM/1 independiente, v determinar el tiempo previsto que pasa cada paquete
transimitido a través de ese arco mediante la formula

oA 18 o D E F o "G
23 |Packels/second A B C D i
24 A 0 5 4 1 7
25 B 5 G 6 3 2
26 C 4 6 0 3 3
27 D 1 3 3 ¢] 3
28 E 7 2 3 3 0
. A ' B - B P R F . G
a0 A B C D E
31 |Route used A - AB ABC ABD AE
32 B BA - BC BD 8DE
33 C CBA CB - cD CDE
34 D DBA DB DC - DCE
35 E EA =bB EDC ECD -
B o b E - =
Searvice
Capacily {Ratein
Packels |(000) bits {Packets
. per per per W in
4 tine second second second seconds
‘5 |AB 10 20 255 0.066667
6 |AE 7 20 25] 0.056556
7 \BC 10 15 18.75} 0.114286
‘8 1BD 6 10 1251 0.153846
-9 |CD 9 10 12.5| 0.285714
10 |CE 3 10 12.5] 0.105263
11 IDE 5 i0 12.5] 0.133333
12 |BA 10 20 251 0.066667
13 |EA 7 20 25{ 0.055566]
14 {CB 10 15 18.75| 0.114286
“151DB 6 10 125! 0.153846
16|DC 9 10 12.5| 0.285714
A7 \EG 3 10 12.6f 0.105263
18 :ED 5 10 12,5 0.133333
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FIGURA 29

EIGURA 30

H/ =
no A
Con ¢l fin de ilustrar lo anterior, considere el arco 48. Los paquetes que se transmiten
desde A a B, A a Cy A a D usarén este arco. Es un total de § + 4 + 1 = 10 paquetes
por segundo. Suponga que el arco AB tiene una capacidad de 20 000 bits por segundo.
Entonces, para ¢l arco 4B, p = 20 000/800 = 25 paquetes por segundo, y A = 10 pa-
quetes por segundo. Luego entonces,

W= E{—E = 06667 segundo
En los renglones 5 a 18 de la figura 28, calculamos J¥ por cada arco que hay en esta red
de comunicaciones. Observe quc s¢ suponc quc la red es simétrica (es decir, ia tasa de
llegadas y capacidad AB es igual a la tasa de liegadas y capacidad Bd), de modo que los
renglones 12 a 18 son copias exactas de los renglones S a 11,
La formula siguiente se usa para determinar el retraso promedio que sufre un paqueie:

(Tasa de llegadas del arco) *
todos fos arcos (tiempo previsto pasado en el arco)

Retraso promedio por paqueie =
P por paq Niimero total de llegadas

El retraso promedio por paquetc se calcula en la celda C20 de la figara 29 con la formula:
—SUMPRODUCT(C5:C18,F5:FI18)/SUM(C24:G28)

Por lo tanto, el retraso promedio por paquete €s .18 s por paquete.

Mean 0.180416
Time in system

800
bits/packel]

Service
Capacily |Ratein
_IPackets {(000) bits |Packets
per per per W in
second  |second second  |seconds |Diff

101 18.31869] 22.89836} 0.077529] 12.89836

71 14.23287] 17.79109] 0.09266% 10.79109

10l 18.31662] 22.89577| 0.077545 12.89577
6l 12.795771 15.99471} 0.100053| 9.994709
9] 16.98872] 21.2359| 0.081727 12.2359
3] 8.052237| 10.0653| 0.141537 7.065296
51 11.2051] 14.11888| 0.109663| 9.118877
70l 18.31869] 22.89838| 0.077529 12.89836
71 14.23287] 17.79109| 0.092669 10.79109
10l 18.31662] 22.89577| 0.077545 12.89577
61 12.79577| 15.99471] 0.100053| 9.994709
al 16.98872] 21.2359] 0.081727) 12.2359
al g.0522371 10.0853] 0.141537 7.065296
5| 11.29511 14.11888| 0.109663 9.118877
Total cap 200
0.121843

20.10 liess de espera exponenciales en serie y redes ahiertas de |meas de espera 1109



Supohga que tenemos s6lo 200 000 bits/segundo de a capacidad fotal para asignar a la
red. ;Como podemos asignar capacidad para minimizay el retraso esperado por paquete?
Refiérase a la hoja de Optimization (Optimizacion) en el archivo Compnetwork xls (figura
30). En G5:G18 catculamos la Tasa de servicio {en paquetes/sagundo) —Tasa de llegada {cn

paqguetes/segundo). Limitamos esto

a que sea por lo menos 01 de modo que exista un es-

lado estable. Entonces, la ventana de Solver ¢g como a que se muestra en fa fgara 31,
Escogemos las capacidades 5:D11 (recuerde que D12:DI1E son coplas exactas de
D35:1311) para minimizar el tiempo previsto dei sisiema (C20). Garantizamos que cada la-

sa de servicio del arco excede su ta

sa de flegada (G5:Gl =01}, cada capacidad es no ne-

gativa (D5:D11= 0) y la capacidad total es a lo nmias 200 000 (D19=200). Encontramos
que podemos reducir el tiempo previsto de un paquete en el sistema a .1218 segundos.

Naturalmente, hemos supuesto un itineravio estatico, en ¢l cual las iasas de llegadas
para cada nodo no varian con el estado de la red. En realidad, se han elaborado muchos
esquemas de rutas dinamicos y complejos. Un esquema de rutas seria dindmico si, por
ejemplo, al estar el arco AB congestionado y el arco AD relativamente libre, enviamos
mensajes directamente desde A hasta D por medio del itinerario A-B-D.

(“'rfl_ax Yo Ml,ﬂ,

Equal o
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FIGgUurAa 31

PROBLEMAS

Grupo A

1  Un departamento de la Social Security Administration
ticne en sus manos las dos opciones siguientes para proce-
sar las solicitudes de Tarjeta de Seguridad Social.

Opcién 1 Tres empleados procesan las solicitudes en para-
lelo a partir de una sola cola. Cada cmpleado Hena el for-
mulario de la solicitud en presencia del solicitante. El tiem-
po de procese €8 exponencial con una media de 15 minwtos.
Los tiempos entre llegadas son exponenciales.

Opeion 2 Cada solicitante liena primero una solicitud sin
ayuda del empleado. El tiempo para lograrlo esta exponen-
cialmente distdbuido con una media de 65 minutos. Luego
que el solicitante lleno el formulario, se forma en una sola
cola para esperar a que uno de los tres empleados verifique

¢l formulario. El empleado pasa cualro minutos {distobu-
cidn exponencial), en promedio, revisando la solicitud.

El tiempo entre llegadas de los solicitantes es exponencial;
un promedio de 4.8 solicitantes Ilega cada hora. (Con cual
opcion los solicitantes estaran menos tiempo en 1a oficina?
9 Considere una linea de ensamble de automoviles en la
cual cada automévil se somete a dos tipos de servicio: pin-
tura v, luego, instalacion del motor. Un promedio de 22.4
chasis sin pintar llega cada hora a fa linea de ensamble. S¢
requiere un protedio de 2.4 minutos para pintar un automo-
vil y un promedio de 3.75 minutos para instalar un molot.
[a linea de ensamble tiene solo un pintor ¥ dos instaladores
de motores. Suponga gue los tiempos entre llegadas y 108
tiempos de servicio son exponenciales.

e do nennrs (ambisn {eorfa de colas)



a ;Cuantos antomoviles pintados, en promedio, sin fc-
ner instalado por completo el motor estan en la linea
de ensamble?

b (Cuanto tiempo tendrd que esperar, en promedio, un
vehiculo pintado antes de que la instalacion de su mo-
tor empiece?

3 Considere los sistemas de colas siguientes:

gistema 1 Un promedio de 40 clientes llega cada hora. Los
tiempos entre llegadas son exponenciales. Los clientes deben
completar dos tipos de servicios antes de salir del sistema.
gl primer servidor requiere un promedio de 30 segundos
(disuibuidos exponencialmente) para efectuar el servicio U-
po 1. Después de esperar en la cola, os clientes consiguen
ol servicio tipo 2 (distribucion exponencial con media de un
minuto) que proporciona un solo servidor. Después de com-
pletar el servicio tipo 2 ¢l cliente deja el ststema,

gistema 2 El proceso de llegada para el sistema 2 es idén-
tico al proceso entre legadas del sistema 1. En el sistema 2,
un cliente debe completar s6lo un tipo de servicio, El tiem-
po de servicio promedia 1.5 minutos, y esti distribuido ex-
ponenciainente. Hay dos servidores disponibles.

;En cuil sistema pasa menos tiempo un cliente representa-
tivo?

4 Un promedio de 120 estudiantes llega cada hora (liem-
pos entre llegadas exponenciates) a la oficina de servicios
escolares de la universidad del estado con ¢l objetivo de mo-
dificar sus cursos. Para completar este proceso, und peisona
debe pasar por tres lugares. Cada lugar consta de un solo ser-
vidor. Los tiempos de servicio en cada lugar son exponen-
ciales con los siguicntes tiempos medios: tugar 1, 20 segun-
dos; lugar 2, 15 segundos; lugar 3, 12 segundos. En promedio,
jeuéntos estudiantes se presentaran en la oficina para hacer
ese trimite?

5 En promedio llegan 10 trabajos por hora a un taller. Los
tiempos entre llegadas de los trabajos son exponenciales. Se
requiere un tiempo promedio de 10/3 minutos (bajo distribu-
ci6n exponencial) para finalizar un trabajo. Un tercio de to-
dos los trabajos terminados requieren, infortunadamente, ser
retrabajados. Por fo tanto, hay una probabilidad de 1/3 de que
un trabajo terminado debe esperar en la cola para ser traba-
jado de nuevo. En el estado estable, jcudntos trabajos espe-
raria uno encontrar en el taller? ;Cual seria la respucsta si un
trabajo se termina, en promedio, en cinco minutos?

6 Considere un sistema de colas que consta de tres estacio-
nes en serie. Cada estacion consisten en un solo servidor, el
cual puede procesar un promedio de 20 trabajos por hora (los
ticmpos de proceso en cada estacion son exponenciales). Un
promedio de 10 trabajos por hora (los tiempos entre llegadas
son exponenciales) llega a la estacion {, Cuando un trabajo
completa el servicio en la estacion 2, hay .1 de probabilidad
de que regresaré a la estacion 1y .9 de probabilidad de que
pasard a la estacion 3. Cuando un trabajo completa su sérvi-
cio en la estacion 3 hay .2 de probabilidad de que regresa-
th a Ia estacion 2 y .8 de que dejard el sistema. Todos los fra-
bajos que completan su servicio en la estacion | pasan
inmediatamente a la estacion 2.

a Encuentre la fraccién de tiempo en que el servidor es-

t4 ocupado.

b Estime la cantidad esperada de trabajos en cl sistema,

¢ Estime el tiempo promedio que un trabajo pasa en el

sistema.
7 Antes de finalizar la produccién, un bien debe pasar por
tres etapas. En promedio, un nuevo producto empieza en la

20.10 Lineas de espera exponenclales en serie y redes atertas e lineas de espera

clapa | cada scis minutos. El tiempo promedio para procesar
¢l producto en cada clapa es como se indica a continuacion:
ctapa 3, tres minutos; etapa 2, dos minutos; etapa 3, un mi-
nuto. Después de finalizar 1a etapa 3, se inspecciona el pro-
ducto {(suponga que no toma tiempo). De los praductos fina-
les, 10% tiene algin defecto y debe represar a la etapa |,
volver a recorrer el sistema completo. Lucgo de completar ia
etapa 3, 20% det producto final tiene algin defecto. Ista can-
tidad tiene que regresar a la clapa 2 y pasar por 2 v 3. nueva-
mente. En promedio, jcudntos tiabajos estan en el sistema’
Suponga que tos tiempos catie Hegadas y los tiempos de ser-
vicio son exponenciales, y que cada etapa consiste en un s0-
lo servidor.

8 Una red de comunicacion de datos consta de tres nodos.
A, By C. Cada paquete transmitido contiene 500 bits de in-
formacion. El nimero de paquetes por segundo que se ticne
que transmitir enire un par de nodos ¢s como sigue:

A B C
A {0 4 3
A 4 0 6
C |3 60
El itinerario usado por cada par dc nodos es como sigue:
A B c
A ] — ACB AC
B |BCA — BAC
C | C4 CAB —

Suponga que las capacidades {en miles de bits por segundo)
por cada arco son

Arco  Capacidad
AB 12
AC i3
BC 15
BA 12
CA 13
CB 15

a Calcule el retraso esperado de un paquete
b Si estd disponible un total de 75000 bits/s de capaci-
dad, jcomo se debe asignar?

9" Llegan trabajos a un servidor que consiste en una CPU
(unidad central de proceso) ¥ dos discos (disco 1 y disco 2).
Ahora hay seis clientes, y llega un promedio de fres trabajos
por segundo. Cada visita a la CPU toma un promedio de .01
segundo, cada visita al disco 1 requiere un promedio de .02
segundos, y cada visita al disco 2, un promedio de .03 segun-
dos. Cada uno de los trabajos que llega visita primero a Ia
CPU. Después de visitar esta unidad, hay una probabilidad de
7/16 de que el trabajo visite luego al disco 1; una probabili-
dad de 8/16 de que visite después al disco 2, y una probabi-
lidad de 1/16 de que cl trabajo se complete. Después de que
el trabajo visita et disco 1 o el 2 regresa a la unidad central.
a En promedio, jcudntas veces el trabajo visita la uni-
dad centeal? Y al disco 1? ;Y al disco 22
b ;Cudnto pasa en promedio un teabajo en la unidad
ceniral? jCuénto en el disco 17 ;Cudnto en el disco 27
;Cuanto en el sistema?

10 Suponga que el servidor del problema 9 tiene ya ocho
clientes. Conteste las mismas preguntas que en el problema 9.

11 Suponga que sc le instala un caché al disco 2. Esto in-
crementard en 30% el tiempo medio que se requiere para una

"Basado en Jain (1991).
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visita a ta unidad central de proceso, y en 10% el que se re- 12 Suponga que ciminamos i disco 2. (Queé sucederd con
quicre para i al disco 2. Ademas, la caché para ef disco 2 el ticmpo de respuesta del sisterma? Usted puede suponer, en
asegura que la mitad de las veces que el trabaje iba a ir al este problema, que todas tas solicitudes que dejan la unidad
disco 2 ahora permanecera eu la unidad central y serd pro- central van al disco 1.

cesado ahi. ¢La caché mejora la operacion del sistema?

o0.11  Sistema MIG/sIG0Is>o (eliminacion de clientes rechazados)

En muchos sistemas de lineas de espera, para cuestiones practicas, el sistema pierde al
cliente que encuentra todos los servidores ocupados. Por ejemplo, una persona que llama
por teléfono a una aerelinea para solicitar una reservacion, y escucha una sefial de ocu-
pado llamard probablemente a ofra linea de aviacion. O bien, suponga que alguien lama
a la alarma contra incendios, y no hay bombas disponibles; el fuego se saldra de control.
Por lo tanto, en algun sentido, una solicifud de una bomba contra incendios que se pre-
senta cuando no hay bombas disponibles podria considerarse como una pérdida del siste-
ma. Si las llegadas que encuentran todos los servidores ocupados dejan el sisteina, enton-
ces este sistema recibe el nombre de eliminacion de clientes rechazados (blocked
customers cleared, BCC). Si se supone que los tiempos entre llegadas son exponenciales,
entonces tal sistema se podria modelar como un sistema MIGIsIGDisles,

Para un sistema AM/G/s/GDIsleo, L, W, Ly y Wy tienen interés limitado. Por cjemplo,
como nuuca se presenta una cola, L, = W, = 0. Si }l; es el tiempo medio de servicio y
A es la tasa de llegadas, entonces W=Ww,= .

En la mayor parte de los sistemas BCC, el Interés principal es la fraccion de todas las
llegadas que no se admiten. Pueslo que las llegadas se rechazan sélo cuando s clientes es-
tan presentes, se perdera una fraccion o, de todas las Jiegadas. Por lo tanto, el sistema no
atenderd un promedio de A7, llegadas por unidad de tiempo. Como un promedio de A1 —
ar,) llegadas por unidad de tiempo realmente entran al sisiema, podemos concluir que

)‘(1 T 77.9)

20

L= L=

Por 1o que se refiere un sistema MiGisiGDisles, se puede demostrar que 7 depende de la
distribucién del tiempo de servicio solo a través de su media (). Este hecho se conoce
como férmula de Exlang de pérdida. En otras palabras, cualquier sistema MIGIsIGDlisle
con una tasa de llegadas A y tiempo de servicio medio lﬁ tendra el mismo valor de ;. Si
definimos p = -;\;, entlonces, para un valor dado de s, el valor de T, se puede determinar
con la figura 32. El valor de p se lee simplemente en el eje de las x. Entonces, ¢l valor
de y sobre la curva del servidor s que corresponde a p serd igual a 7. Mediante el ejem-
plo siguicnte se ilustra el uso de la figura 32.

Se recibe un promedio de 20 Hamadas por hora que solicitan una ambulancia en el hos-
pital de Gotham City. Una ambutancia tarda 20 minutos en recoger a ull paciente y trans-
portarlo al hospital. Enfonces la ambulancia ya estd lista para recoger a olro paciente.
;Cuntas ambulancias debe tener el hospital para que asegure que hay cuando mucho 1%
de probabilidad de que no sca capaz de responder en forma inmediata a la llamada que
solicita una ambulancia? Suponga que los tiempos enlre {legadas siguen una disiribucion

exponencial.

Solugion  Sabemos que A = 20 llamadas por hora y que lﬂ = % hora. Por lo tanto, p = ﬁ =

6.67. Para p = 6.67, buscamos el valor mas pequefio de s para el cual 77, €s 01 o mas pe-
queilo. De acuerdo con la figura 32, observamos que para § = 13, 7, = 0ll,ys= 14,
ar, = 005. Por lo tanto, ¢} hospital necesita 14 ambulancias para cumplir con sus normas
de servicio deseado.
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Hoja de calculo para el MODELO BCC

Bee.xls En a figura 33 (archivo Bee.xls) se proporciona una plantilla de hoja de cdlculo pary ¢}
sistema de lineas de espera M/G/s/GD/steo, Escribimos A en la celda B2, 1en la celdy
€2, vy el nimero de servidores en ta celda D2. Fn B4 calculamos el nitmero esperado (ey
el estado estable) de servidores ocupados. El calculo del valor de o, tabulado en la figy-
ra 32 se presenta en la celda C4. La columna F da las probabilidades de estado estable
para este modelo. Se supone que s = | 000. En ta figura 33 se presentan los datos de A
wy s del ejemplo 15,

Caiculos de BCC con LINGO

La funcion de LINGO @PEL{Mp,s) proporciona .. Por lo que foca al ejemplo 15, iy
funcion @PEL (20/3,13) proporciona .310627, como en la figura 32, La funcion @PEL
se puede usar para resolver un problema (taj como el problema 6) donde buscamos el ni-
mero de servidores que minimizan ef costo esperado por unidad de tiempo cuando el cos-

sl e A B G D E F -G

1:1BCC MODEL LAMBDA?| MU? s?

21 20 3 14

3. LORLS PI(s)

4o 6.63320534] 0.0050192

.5

“6:

77

8

-9

10 T

(EG

12 STATE LAMBDA(J] MU{J) Cl PROB  W#IN QUEUE COLA*COLE

13 0 20 0 110.00127738 0 Q

14 ! 20 31 6.66666667} 0.00851587 0] 0.008515872

45’ 2 20 61 22.2222222{0.02838624 6| 0.056772479

46 3 20 9| 49.382716| 0.06308053 0f  0.189241596

A7: 4| 20 12} 82.3045267] 0.10513422 0|  0.420536879

18 5 20 151 109.739369] 0.14017896 0] 0.700894799

19 6 20 18]121.932632] 0.1557544 ol 0934526398

20 7 20 21} 116.126316}0.14833752 of  1.038362665

21 8 20 24196.7719303] 0.1236146 o 0.088916824

22 9 20 2774 68291 14{ 0.09156637 0] 0.824097353)

23. 10 20 301 47.7886076} 0.06104425 o 0.610442484

24 1 20 33]28.9627925{ 0.0369965 | 0] 0406961656

25 12 20 36| 16.0904403] 0.02055362 0] 0.246043428

26 13 20 39| 825150783} 0.01054032 0l 0.137024127)

.27 14 0 42{3.92928944] 0.0050192 0 _0.070268783

28 15 0 42 0 0 1 M__fﬁ_q

29, 16 0 42 0 0 I .

‘30! 17 0 42 0 0 3f, 9

3 18 0 42 0 0 a4 Y
Ficura 33 |9 19 v 42 0 il S

A 49 A

10 es la suma del costo de servicio y el costo debido al negocio perdido.

Coeirnrn 20 Teara de Ymeas de espes2 (lambien teoriz de cotas)




ROBLEMAS

Grupo A

{ Suponga que una estacion de bomberos recibe cada ho-
@ un promedio de 24 solicitudes de bombas contra incen-
dio. Cada solicitud ocasiona gue una bomba contra incendio
esté ocupada por un promedio de 20 minutos. (Cuantas
pombas debe tener el departamento de bomberos para tener
cuando mucho 1% de probabilidad de que sea incapaz de
responder a una solicitud?

9 Una compaiiia de ventas por teléfono ticne que determi-
par cudntos operadores se necesitan para contestar los telé-
jonos durante el turno de 9 AM a 5 PM. La compaiia esti-
ma que se recibe un promedio de 480 Hamadas durante esie
periodo, y que la llamada promedio dura seis minutos. Si la
compania desea que cuando mucho una de cada 100 perso-
nas obtenga seiial de ocupado, ;jcuantos operadores debe
contratar para el turno mencionado? ;Qué suposicion nece-
sita para la respuesta?

3 Refiérase al ejemplo 15. Suponga que el hospital cuenta
con 10 ambulancias. Entonces, jcuintas ambulancias, en
promedio, estarian en camino a solicitud de una llamada o
regresarfan del lugar al que acudieron?

4 Se dice que un sistema telefonico recibe 1 Erfang de uso
por hora si las personas que hacen llamadas mantienen las
lincas ocupadas durante un promedio de 3 600 segundos por
hora. Suponga que un sistema telefonico recibe 2 Eriang de
uso por hora. Si usted desea que solo 1% de todas las lia-
madas sea bloqueado, ;cudntas lincas telefonicas necesita? '

5 (Requicre una hoja de cilculo o LINGO.) En el tiempo
de uso mdximo, un promedio de 200 personas por hora in-
tenta entrar a Jade Vax. El tiempo promedio que alpuien pa-
s en Vax es 20 minutos. Si los servicios de computacion de
1a universidad de Indiana quieren asegurai que durante ¢l
uso maximo sdlo 1% de todos los usnarios obtenga un men-
saje de “Todos los puestos estan ocupados”, jcuntos puer-
tos debe tener Jade Vax?

6 (Requicre una hoja de calculo o LINGO.) US Airlines
recibe un promedio de 500 llamadas por hora de clientes que
desean hacer una reservacién (el tiempo entre llamadas si-
gue una distribucion exponencial). Se requiere un promedio

Basado en Green (1987).

de tres minutos para atender una lamada. Cada cliente que
compra un boleto contribuye con 104 dolares a las utlida-
des de US Airlines. Cuesta |5 dolares por hora el persona
que atiende upa linea telefonica. Cuaiguier cliente que reci-
be una seial de ocupado comprarii un boleto en otra acroli-
nea. ¢Cudéntas lineas telcfonicas debe lener 1S Airlmes?

Grupo B

7 Llegan en promedio 26 socios al aio 4 fa biblioteca 1.U1
a pedir prestado el libro / Ching (suponga que los tiempos
entre llegadas son exponenciales). Los socios que Hegan v
se encuentran con que e} libro estd prestado se van y nunca
yuelven. Un socio que se lleva un ejemplar del / Ching 1o
retiene durante un promedio de cualro semanas.
a  Siia biblioteca tiene solo un ejemplar, jeudl es el ni-
mero esperado de socios que llegaria a solicitar el f Ching
cada aiio y se encontrard con que no esta el libro?
b Suponga que cada persona que llega a pedir el libro
I Ching y no lo consigue representa un costo para fa bi-
blioteca de un dolar de buen nombre. Un gjemplar del
Ching dura dos afios y cuesta 11 dolares. Un ladrdn ha
robado el tinico cjemplar de Ja bilblioteca. Con el fin de
minimizar la suma los costos de compra y de buen nom-
bre en los proximos dos afios, joudntos ejemplares del /
Ching se deben comprar?
8! La bodega de una compaiiia puede almaccuar hasta
cuairo unidades de un bien. Se recibe cada mes un promedio
de 10 pedidos del producto. Los tiempos entre la recepeidn
de los pedidos sucesivos tienen una distribucion exponencial.
Luego de usar un producto para cumplir con un pedido, se
pide inmediatamente un reemplazo, y tarda un promedio de
un mes en llegar el reemplazo. Si no hay productos cuando
se recibe un pedido, éste se pierde. ;Qué fraccién de todos
los pedidos se perdera debido a los déficits? (Sugerencia:
considere el espacio de almacenamiento para cada producto
como un servidor, y piense lo que significa para un servidor
estar ocupado, Luego dé una idea dc una definicién apropia-
da de tiempo de “servicio”).

1Basado en Karush (1957).

20.12 (omo saber si los tiempos enére llegadas y los tiempos
de servicio son exponenciales

(De qué modo podemos determinar si los datos reales son consistentes con la suposicion
de tiempos entre Hegadas y tiempos de servicio exponenciales? Suponga que, por ejen-
plo, se han observado los tiempos entre llegadas /1, f2, . . - 5 In. Se puede demostrar que
una estimacion razonable de Ia tasa de llegadas A est4 dada por

20.12 Cimosaber si (os iempos entre llegadas y fos tempos de servicio son exponenciales

F
i=n

A: ti
1

-

|

i

8Ep esta seccién se tratan temas que se podrian omitir sin perder la continuidad.
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Por ejemplo, si ¢, = 20, 1, = 30, 13 = 40 y 1, = 50, hemos observado cuatro Hegadas en
140 unidades de tiempo, es decir, un promedio de una flegada por 35 unidades de tigy,.
po. En esle caso, la estimacion de la tasa de Hegadas A estd dada por

4 1
20 4 30 -+ 40 + 50 35

A=

clienles por unidad de tiempo. Dada /i, podemos inteniar deterininar iy, 6, ... 1 gopn
consistentes con la suposicion de que los tiempos entre llegadas estan regidos por una djs.
tribucion exponencial con tasa A vy densidad Ae M L2 manera mas facil de analizar esy
conjetura es mediante la prueba de la bondad de ajuste de chi cuadrado con ¢l objeto de
determinar st es razonable concluir que /4, 5, ..., {, representa una muestra aleatoriy
de una variable aleatoria con una funcion de densidad dada /(7). También se podria utjli-
zar una prueba de Kolmogorov-Smirnov (véase Law y Kelton (1990)).

Empecemos por descomponer el conjunto de tiempos entre llegadas posibies en 4 ca-
tcgorias. Con la suposicion de que f(1) si rige los tiempos entre llegadas, determinameos
la cantidad de las ¢; que esperariamos que cayeran en Ia categoria /. A este ntimero le l{a-
mainos e;. Luego contamos cuantas de fas #; observadas estén, en realidad, en la catego-
ria i. A este nimero lo denominamos o;. Después, usamos la formula siguiente para
caleular el valor observado de la variable chi cuadrado, y “(obs):

i~k N2
’1,2(01)3) — Z _(Bi,_“_ﬁ
i=1 €;
El valor de y*(obs) sigue una distribucién chi cuadrado, con k — 2 grados de libertad,
Los puntos importantes del percentil de la distribucion chi cuadrado se dan en la tabla 9.
Si y*(obs) es pequeiia, es razonable suponer que las £; son muestras de una variable
aleatoria cuya funcion de densidad es f(f). (Después de todo, un ajuste perfecto tendria
o; = e;parai = 1,2,. ..,k que da por resultado un valot de Y’ igual a cero.) Si v’ (obs)
es grande, s razonable suponer que las ¢ no representan una muestra aleatoria de una va-
riable aleatoria cuya densidad es f(1).

Formalmente, estamos interesados en probar las hipdtesis siguientes:

Hy:  fy, b, .. ., £, €3 una muestra aleatoria de una variable aleatoria con
densidad /(1)

Hy 1, b, ..., t, no es una muestra aleatoria de una variable aleatoria
con funcion de densidad f{t)

Dado un valor de « (el error deseado tipo 1), aceptamos Hy si yobs) = xi_, @)y
aceptamos HH, si x“(obs) > Yi_,—{@). De acuerdo con la tabla 9 obtenemos Yir(@
que representa el punto cn la tabla Xo_,—y que tiene un area « a fa derecha. Aqui, r es el
nimero de parametros que se deben estimar para especificar la distribucion del tiempo
entre llegadas. Para encontrar x .., (a) en Excel, escribimos simplemente la formula
CHINV(Alpha, k—r—1) (en el paquete en inglés; en espafiol es PRUEBA.CHLINV). Por
fo tanto, si los tiempos entre llegadas son exponenciales, = 1, y si los tiempos entre lle-
gadas siguen una distribucion normal o una distribucion Erlang, - = 2. Cuando s¢ eligen
los limites para las categorias k, conviene asegurar que cada e; ¢s por lo menos 5, & = 30,
y las e; se deben conservar tan iguales como sea posible. Bl uso de ta prueba de chi cua-
drado se ilusira en el ejemplo 16.

1116

Solucidn

Se han observado los tiempos entre llegadas siguientes {en minutos): 0.01, 0.07, 0.03,
0.08, 0.04, 0.10,0.05, 0.10, 0.11, 1.17, 1.50, 0.93, 0.54, 0.19, 0.22, 0.36, 0.27, 0.46, 0.51,
0.11, 0.56, 0.72, 0.29, 0.04, 0.73. ;Seria razonable concluir que estas observaciones pro-
vienen de una distribucion exponencial?

Hay 25 observaciones con Y/=7° 7, = 9.19. Por lo tanto, A = 25 = 2.72 llegadas por mi-

nuto. Enseguida probamos si los datos son consistentes o no con una variable aleatoria

gheitito 2O Teorfa de nsas de espera (también teoria de colas)



TABLA 9
- pistibueita de percentil de chi cuadrade
o

/,(l
X2 ¥
g.f. . «
i 880 850 900 i) 160 050 025 010 00%
e
] 0002 004 G2 45 2.74 384 5.02 6.63 7.88
y) .02 10 21 1.39 4,61 5.99 7.38 921 10.60
3 N 35 .58 2.37 0.25 7.81 9.35 11.34 12.84
4 30 gL 1.00 3.36 7.78% 9.49 11.14 13.28 14.86
5 55 1.15 1.61 4.35 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
& 87 1.64 2.20 5.35 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 1.24 2.17 2.83 6.35 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.65 213 3.49 7.34 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95
9 2.09 333 4.7 8.34 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.56 3.94 4.87 9.34 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 3.05 4.57 5.58 10.34 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76
12 3.57 5.23 6.30 11.34 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 4.11 5.89 7.04 12.34 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.66 6.57 7.79 13.34 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 5.23 7.26 8.55 14.34 22.31 25.00 2749 30.58 32.80
16 5.81 7.96 9.31 15.34 23.54 26.30 28.85 32.00 34,27
17 6.41 8.67 10.09 16.34 24,77 21.59 30.19 33.41 3572
18 7.01 9.39 10.86 17.34 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
19 7.63 10.12 11.65 18.34 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58
20 8.26 10.85 12.44 19.34 28.41 31.41 34.11 37.57 40.00
21 8.90 11.59 13.24 20.34 29.62 32.67 3548 38.93 41.40
22 9.54 12.34 14.04 21.34 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80
23 10.20 13.09 14.85 2234 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18
24 10.86 13.85 15.66 23.34 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
25 11.52 14.61 16.47 24.34 34.38 37.65 40.65 4431 46.93
26 12.20 15.38 17.29 25.34 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29
27 12.88 16.15 ig. 11 26.34 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64
28 13.56 16.93 18.94 27.34 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99
29 14.26 17.71 19.77 28.34 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34
30 14.95 18.49 20.60 29.34 40.26 43.71 4698 50.89 53.67
40 22.16 26.51 29.05 39.34 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77
30 29.71 34,76 37.69 49.33 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49
60 37.48 43.19 46.46 59.33 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
70 4544 51.74 55.33 69.33 85.53 90.53 95.02 100.43 104.21
80 53.54 60.39 64.28 79.33 96.58 101.88 106.63 112.33 116.32
90 61.75 69.13 73.29 39.33 107.57 113.15 118.14 124.12 128.30
100 70.06 71.93 82.36 99.33 118.50 124.34 129.56 135.81 140.17
Fuente: Richard A. Johnson y Dean W. Wichem, Applied Multivariate Statistical Analysis. ©1982, p. 583. Reimpieso con autorizacién de Prentice Hall,
Inc., Englewood Cliffs, Nueva Jersey.
*Nota: por ejemplo, Pixi > 7.78) = .10
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exponencial (Hamela A) cuya densidad es /(f) = 2.72¢ *"*. Bscogemos cinco categoriag
para asegurar que la probabiiidad de que una observacion proveniente de A sc encuentyy
en cada uno de las cinco categorias es .20, Eslo da e; = 25(.20) = 5 para cada categoria.
Para establecer los limites de las categorias es necesario deferminar la funcion acumulayj-
va, F{1), para A: :

!

f:([} = f)(A = '1) — 2.726"2,'?2\' (IS =1 -
v

=212

i.uego escogemos las categorias como se indica enseguida:
Bategoria 1 0 = ¢ <0y minulos

Categeria 2 m, = { < 1, minutos

Categoria 3 i, = 1 <2 pry munutos

Categoria 4 m13 = { <C jizy MUNUEOS

IA

Gategoria & m1; = ¢ minutos

donde F(m,) = 20, F(m,) = .40, F(ms) = .00 y F(ns) = .80.
Comof{(n)=1—e¢ 27U entonces, para cualguier namero p, el valor de ¢ que satis-
face F{1) = p se podria determinar como sigue:

—2.72
|l —e =p

| —p= o 2T

Al obtener los logaritmos (base €) de ambos miembros s¢ obtienc

;- In(t — p)
—2.72
- E‘Zig =008
ny = 1_112.§?(; = 0.19
M, = % = 0.34
my = %%% = (1.59

Por lo tanlo, las calegorias son las siguientes:

Categoria 1 0 == 7 < 0.08 minuto
Categoria 2 0.08 < r < 0.19 minuto
gategoria 3 0.19 = ¢ < 0.34 minulo
tategoria 4 0.34 < ¢ < 0.59 munulo
Categoria§ 0.59 =1
Después de clasificar los datos en estas categorias, observamos que o; = 6, 0, = 5,
0y = 4,04 = 5y 05 = 5 Mediante la consiruccidn de las categorias, e, = ey = €3 =
es = es = .20(25) = 5. Enseguida calculamos X (obs):
(65 (-5 (=% -5 -9
5 5 5 5 5
=20+0+204+0+0=.40

x*(obs) =

Elegimos arbilrariamente o = .05. Como pretendemos ajustar una distribucion exponen-
. . - 2 S
cial a fiempos entre Hegadas, r = 1. Entonces y3(.05) = 7.81, y vemos que para & = 05,

e e o f X Mtean Ao mamnrs fiamhign lanrio do onlact



podemos accptar la hipotesis de que los tiempos entre Hegadas provienen de una distri-
bucion exponencial con A = 2.72 liegadas por ninuto.

Otra opcién es determinar el punto limite para la prucba de chi cuadrado con la
formula

=CHINV(.05,3)

Con csta formula s¢ obtiene el valor 7.81.

e R

Con el objeto de probar si los tiempos de servicio estan distribuidos en forma expo-
nencial, aplicamos simplemente ¢l mismo procedimiento a los tiempos de servicio obser-
vados s,, 52, . - . » S, EINpezamos por obtener una estimacion (lamémosla () de la tasa
de servicio real pr a partir de

. n
# sp st s,

Luego aplique la prucba chi cuadrado para ver si es razonable 0 nO suponer que fos tiem-

pos de servicio observados provienen de una distribucién exponencial con densidad
il

PROBLEMAS

Grupo A

{ Una agencia de viajes quiere determinar si la duracion 4,6,5,8,9, 10,12, 8, 16, 20, 24, 27, 33, 37, 43, 50, 58,
de las Hlamadas telefonicas de fos clientes se pucden mode- 68, 70, 78, 88, 100, 120, 130. ;Estos datos indican que Ia
far en forma adecuada con una distribucion exponencial. La duracion de las llamadas telefonicas estd regida por una dis-
semana pasada la agencia registrd la duracion de todas las tribucién exponencial?

llamadas y obtuvo los resultados siguientes (en segundos):

20.13 Redes cerradas de lineas de espera

En cuanto a la produccion de unidades que pretende establecer la produccion justo a tiem-
po, tiene sentido mantener un nivel constante de trabajo en proceso. Por lo que se refiere
a una red de computadoras ocupada, seria conveniente suponer que fan pronto como un
trabajo deja el sistema, otro trabajo llega para reemplazarlo. Estos sistemas de produccion
y computadoras, donde hay una cantidad constante de trabajos presente, se podria mode-
far como redes cerradas de lineas de espera. Recuerde que, en una red abierta de lineas
de espera, las cantidades de {rabajos en cada servidor son variables aleatorias indepen-
dientes. Como la cantidad de trabajos en ¢l sistema siempre €s constante, {a distribucion
de trabajos en setvidores distintos no pucde ser independiente. Enscguida se estudia el al-
goritmo de Buzen, el cual se puede utilizar para determinar probabilidades de estado es-
table para redes cerradas de lineas de espera.

Sea Pyla probabilidad de que un trabajo ir4 al servidor después de completar el ser-
vicio en la estacion i. Sea P la matriz cuyo dato (i — j)-ésimo €s P;. Supongamos que
los tiempos de servicio en el servidor j siguen una distribucién exponencial con parame-
tro p;. El sistema tiene s servidores y, en todo momento, estan presentes exactamente N
trabajos. Sca m; ta cantidad de trabajos presentes en el servidor i. Entonces ¢l estado del
sistema en cualquier tiempo dado se¢ puede definir mediante un vector n-dimensional
n = (i, fa, - - - 1) El conjunto de estados posibles estd dado por Sy = {n tal que to-
dosm; = Oymn + oyt + n, = N}

Sea A; igual 4 la tasa de llegadas para ¢l servidor /. Como no hay llegadas externas,
podriamos hacer todas las r; = 0 y obtener los valores de las A; a _partir de la ecuacion
usada en el caso de las redes abiertas. Es decir,

20.13 HRedes cerradas de Ifneas de sspera 1119



.
N=D NPy =200 (59)
i=1
Como los trabajos nunca dejan el sistema, por cada i, \_ji} P, = 1 Este hecho ocasiony
que la ecuacion (59) no tenga solucion Onica. Por fortuna, resuita gue podemos usar cual-
quier solucion en (59) para ayudainos a oblener las probabilidades de estado estable. Sj
definimos

P = A
M
entonces delerminamos, para cualquier estado i1, su probabilidad de estado estable )
a partir de la ecuacion siguiente:
Py Py
[Ty(n) = G(N) (60)
Aqui, GIN) = Zaas, i 05 p.

[l algoritmo de Buzen proporciona una manera eficaz para determinar (en una hoja de
cileulo) G(A). Una vez que tenemos la distiibucion de probabilidades de estado estable,
cateulamos con facilidad otras medidas de efectividad, tal como la longitud esperada de
fa cola en cada servidor, y el tiempo previsto que un trabajo permanece durante cada vi-
sita a un servidor, [a fraccion de tiempo que un servidor estd ocupado y el rendimiento
de cada servidor (trabajos por segundo procesados por cada servidor).

Para obtener G(N) calculamos en forma recursiva las canlidades C{k), para 1 = 1,
2,...,syk=0,1,..., N Iniciamos la recursion con Cih = p’f, k=0,1,...,Ny
C{0y=1,i=1,2,...,s Para otros valores de & ¢ i, generamos los valores de Cy(k) en
forma recursiva por medio de la relacion siguiente:

Cilky = Cmth) + piCGilk — 1)

Lucgo se puede demostrar que G(V) = Cy(N). El uso del algoritno de Buzen se ilustra
mediante el ejemplo siguiente.

Buren.x!s

Solucion

Considere un sistema de produccion flexible en el cual 10 partes estan siempre en proce-
so. Cada parte requiere dos operaciones. Cada una empieza por la operacion 1 que sc
efectia en la maquina 1. Luego, con probabilidad de .75 la pieza pasa a la operacidn 2
en la maquina 2, y con probabilidad .25, la pieza pasa a Ja méaquina 3 para la operacidn
2. Una vez que la parte completa la operacion 2, sale del sistema y se le reciplaza en
forma inmediata con otra pieza. Se nos proporcionan jas lasas siguientes de las maquinas
(el tiempo por cada operacion esta distribuido en forma exponencial): ¢, = .25 minutos,
e = 48 minutos y g5 = .08 minulos.

a Determine la distribucién de probabilidad del nimero de parles eit cada maquina.
b Encuentre el nimero esperado de partes presentc en cada miquina.
¢ ;Qué fraccion del tiempo esta ocupada cada maquina?

d ;Cudntas parles por minuto se terntinan cn cada maquina?

Esie problema esta en el archivo Buzen.xls. Empezamos con el célculo de una solucion pa-
ra las ecuaciones (59) que definen A, A; ¥ A;. Debemos resolver

/\] = )\2 + )\3
/\2 — 75)11
/\3 - 25/\1

"Tomado de Kao (1996).
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FIGURA 34

Hay un nimero infinito de soluciones para este sistema. Elegimos en forma arbitraria A; =
I, lo cual genera la solucion Ay = 75y Ay = .25. En las celdas GB:18 calculamos p; = A
B G10:G20 caleutamos Ci(k) = b, & = 0, 1., 10,y en G10:110 eseribimos C/(0) =
1,i=1,2,3. Al copiar desde H1t a H11:120 la formula

=311+ HS$8*H10

se desarrolla la recursion Ci{k) = C; (k) + p;C«k — 1). Entonces podemos ya determi-
nar G(10) = 7 231 883 a partir del valor de C3(10) en la celda H20. Véase la figura 34.

Aliora ya podemos generar todos los estados del sistema posibles en forma efectiva
iniciando con #, = 0y listarlos segin el orden creciente del valor de n,. Luego incremen-
tamos ¢l valor de #, a | y listamos todos los estados segin los valores crecientes de 1,
etc. Una vez que tenemos 7, = 10 habremos listado todos los estados. {Véase figura 35.)
Para generar cn forma eficaz todos los estados posibles, copiamos de C25 ia formula (to-
das las funciones en este problema estdn como ¢n el paquete Excel en inglés)

=[F(D25=0,325+1,B25)

Esta formula incrementa n; en una unidad si n3 = 0 (lo cual ¢s lo mismo que tener #; =
10 — n,). En otras circunstancias, la formula manticne n constanie.
Tuego copiamos de D25 la formula

=IF(325-B24=1,0,C24 +1)

Esta formula hace n, = 0 si ya incrementamos el valor de n,; si no es asi, la formula in-
crementa el valor de s, una unidad.
Por uitimo, segin E25, copiamos la formula

=10-B24-C24

Fsto asegura que 3 = 10 — ny — #a.
En E24:F89 usamos (60) para calcular la probabilidad de estado ¢stable para cada es-
tado copiando la formula siguiente desde E24 a E25:E89

—($G$8AB24)*(SHSBMC24)*(S1$8"D24)/$1520

Parte (a} Damos luego respuesta al inciso (a) determinando la distribucion de probabili-
dades del niimero de partes en cada maquina. Utilizamos la funcién SUMIF (SUMAR.SI
en ¢l paquete en espafiol) y una tabla de datos para lograr este objetivo. Para empezar
calculamos la probabilidad de O partes en la méquina 1 en H24 con la formula

=SUMIF($B$24:3B83$89,123,E24:E89)

Esta formula suma los niimeros de la columna D (la cual contiene las probabilidades del
estado) para los renglones en los cuales 1a columna B (que es parte cn la méquina 1) tie-
ne una entrada 0. Véase figura 36.

3
1 1 1
4 5.5625 8.6875

16| 24.6914063] 51.83984

64j 102.580322 264.5798

256] 416.281754] 1243.094
1024] 1674.44024] 5559.108
4096] 6712.31287] 24084.53
16384 26871.9889; 102136.1
65536 107523.483] 426698.9
262144] 430149.4424 1763583
1048576] 1720684.5] 7231883
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FIGURA 35
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FIGURA 36

FiGURA 37

Al seleccionar el intervalo de la tabla G24:H35 y la celda 123 de las entradas de ta co-
Jumna nos permite hacer un bucle completo y calcular las probabilidades de estado esta-
ble para cada nimero de partes en la maquina 1. De modo similar obtencmos las distri-
buciones de probabilidad de estado estable para las méquinas 2 y 3. Véase fa Gigura 37.

parie (b) El niimero medio de partes presente en fa maquina 1 se podria calcular como
~ =14 . T . P . - -
W= (probabilidad de que 7 partes estén en la maquina 1). En la celda K31 calcula-
mos ¢l nimero medio de partes en la maquina | conla formula

—SUMPRODUCT(G25:G35,H25:H35)

De manera similar calculamos el ntmero medio de partes en las maquinas 2 y 3 en las
celdas K32 y K33, Véase figura 38. Obsérvese que la maquina 1 es evideniemente el cue-
llo de botella.

Parte (c) Para calcular la probabilidad de que cada méqguina esté ocupada, sOlo efectua-
mos la diferencia entre 1 y la probabilidad de cada maquina tiene 0 partes. Estos calcu-
jos sc realizan en L31:L33. Ast llegamos a saber que la maquina | cstd ocupada 97% del
tiempo, la maquina 2, 38% del tiempo y la miquina 3, 76% del tiempo.

Prob 0

Machine 1
parls | | 0.02455086]
0} 0.02455086
1} 0.03140075
2! 0.04016518
3} 0.05131082
41 0.06542029

51 0.08307862
6] 0.10465268,
7] 0.12963429
3
9

0.15486976
0.16991426

10] 0.1449935

Machine 3

Machine 2

0.61896518 Parls 0.23793036

0l 0.61896518 0] 0.23793036

1] 023698534 1} 0.18587372

2% 0.09017388 2| 0.14519511

31 0.03402481 3| 0.1133962

4] 0.01269126 4] 008851582

5] 0.00465769 5| 0.06900306

6} 0.00166949 6| 0.0536088

7] 0.00057718 7] 0.0412822

~g| 0.00018798 8l 0.03105236
9] 54691E-05 i 9| 0.02186094

10| 1.1994E-05] (&l 10} 0.01228143

20.13 Redes ceraas de ineas de esper
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29,

| Mean Mean Completions per
30 jNumber Number Prob busy  |second
31 |Machine | 6.696224299: 097544914  0.243862285
32 |Machine 2 (.600634749] 0.38103482)  0.182890714
FIGURA 38 33 {Muchine 3 2,694 140952] 0762069641  0.060965571

Parte (1) Para calcular el numero medio de servicios completados por miuto en cada
maquina, simplemente multiplicamos la probabilidad de que una maquina esté ocupada
por la tasa de servicio de la maquina. Estos calcuios se efectiian en M3 1:M33. Encontra-
mos que fa maguina | completa, en promedio, .24 partes/minuto, la maquina 2, A8 par-
tes/minuto, y ia maquina 3, .06 partes/minuto.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Los trabajos llegan a un servidor que consta de una uni-
dad centra! de proceso (CPU) y dos discos (disco 1 y disco
2). La probabilidad de que un trabajo vaya desde CPU al dis-
co | s 13720, y de que vaya al disco 2 es 6/20. La probabi-
lidad de que un trabajo esté terminado después de la opera-
¢ién en fa CPU y que sea reemplazado inmediatamente por

2 Un proceso de manufactura siempre ticue 8 paries en
proceso. Una parte debe completar con éxito dos pasos (pa-
so 1 y paso 2). Una sola mdquina gjecuta el paso | y puede
procesar un promedio de § parics por minuto. Una sola ma-
quina hace el paso 2 y liene la aptitud de procesar 1 partes
por minuto. Infortunadamente, el paso 2 no es del todo con-

ofro trabajo es 1/20. Hay tres trabajos cn el sistema. El tiem-
po medio para completar fa operacion en la CPU es 039 s,
El tiempo medio para completar ia operacion en el disco 1
cs .18 s y el tiempo medio para terminar la operacion en el
disco 2 ¢s .26 s.
a Delermine la distribucion de estado estable del ni-
mero de trabajos en cada parte del sistema.
B ;Cual cs el niimero promedio de trabajos en CpPU?
JY enel disco 17 ;Y en el disco 27
€ ;Cudl cs la probabilidad de que la CPU esté ocupa-
da? ;Y cl disco 17 ;Y el disco 27

fiable. (El paso 1 si es por camplcto confiable.) Cada vez
que una pieza es enviada por el paso 2 hay un 10% de pro-
babilidades de que el paso 2 tenga que ser repetido.
a Encuentre la distribucion de estado estable de las par-
tes en cada maquina.
b Eslime el ntmero promedio de partes ch cada ma-
quina.
¢ Delermine la probabilidad de que todas las maquinas
estén ocupadas,
d  Dé el nimero de partes por minuto que completan
con éxilo su servicio en cada maguina.

d ;Cual es ¢} nimero promedio de trabajos que com-
pleta por sepundo la CPU? Y el disco 17 ¢ ¥ el disco 27

Una aproximacidn para el sistema de |ineas de espera &/G/m

En la mayoria de las situaciones, los tiempos entre llepadas siguen una variable aleatoria cx-
ponencial. (Véase una explicacion de este hecho en Denardo (1982).) Pero los tiempos de
servicio no se apegan, a menudo, a una distribucion exponencial. Cuando los tiempos en-
tre llepadas y los tiempos de servicio no se apegan a una varable alealoria no exponen-
cial, el sistema de lineas de espera se llama G/G/m. La primera G indica que los ticmpos
entre llegadas siempre siguen la misma variable aleatoria (pero no necesariamente expo-
nencial), y 1a segunda G significa que los tiempos de servicio siempre siguen la misma va-
riable aleatoria (pero no necesariamente exponencial). Para estas situaciones, 110 funcionan
las plantilias estudiadas en las secciones anteriores dc estc capitulo. Por fortuna, la apro-
<imacion de Allen-Cunneen (véase Tanner (1995)) proporciona con frecuencia un  buen
valor de L, W, L, y W, para los sistemas G/G/ni. Bn ¢l archivo ggm.xls se pone ex practi-
ca la aproximacion de Alien-Cunneen. El usuario tequiere escribir solo Ia informacion Si-
guiente:

20.14
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Solucién

FIGURA 39

L EJEMPLO 18

E! nimero promedio dc llegadas por unidad de tiempo (M) en la celda $33.

[.a tasa promedio a la cual se atiende 2 los clientes () en la celda B4,

Ef nimero de servidores (s) en la celda BS. :

El coeficiente _cuz\drado de la variacion —(varianza de tiempos cntre ilegadas)/(tiem-
po entre llegadas promedio)z— de los tiempos entre llegadas en la celda B6.

g Ei coeficiente cuadrado de la variacion —(varianza de tiempos de servicio)ticmpo
. .2 . .
promedio de servicio} - de los tiempos de servicio en la celda 37,

1 coeficiente cuadrado de la variacion para los tiempos entre llegadas o de servicio se
puede estimar con facilidad mediante las funciones de Excel =AVERAGE y =VARFP.
{PROMEDIO y VARE, en el paquete de Excel en espaiol) Recuerde que ta variable alca-
toria exponencial tiene 1a propiedad de que varianza = media’. Por lo tanto, el cocficien-
te cuadratico de la variacion para tiempos entre llegadas exponenciales o tiempos de ser-
vicio ser4 igual a 1, y la diferencia respecto a la unidad del coeficiente cuadratico de la
variacion para tiempos de entre llegadas o tiempos de servicio indica ¢l grado de desvia-
cién de la exponencialidad. La aproximacion de Allen-Cunncen ¢s exacta si los tiempos
entre llegadas y los tiempos de servicio son exponenciales. Las exlensas prucbas de Tan-
ner indican que, en una gran diversidad de situaciones, los valores de L, W, L,y Wy ob-
tenidos mediante la aproximacion estan a 10% de sus valores verdaderos. Sigue una ilus-
tracién de Ia aproximacion de Allen-Cunneen.

- -Banco NBD

La sucursal del banco NBD en Bloomington, Indiana tiene seis cajeros. En las horas de
aflucncia méaxima, llega un promedio de 4.8 clientes por minuto al banco. Un cajero re-
quicre un promedio de un minuto atender a un cliente. El coeficiente cuadratico de varia-
cion tanfo para los tiempos de entre llegadas y tiempos de servicio es .5. Estime ¢l tiem-
po promedio que un cliente tendra gue esperar antes de ver a un cajero. ;Cuantos clientes
estaran presentes cn promedio?

Después de escribir la informaci6n pertinente en las celdas B3 a B7 (véase figura 39), en-
contramos que un cliente espera, en promedio, .216 minutos anfes de ver al cajero. En pro-
medio, 5.83 clicntes estardn presenics en el banco. Al parecer, la afiuencia esta bajo
control. Este resultado favorable se debe en gran medida al bajo coeficiente cuadrético de
variacion tanto para e} tiempo entre llegadas como para el tiempo de servicio. Por gjem-
plo, si ambos coeficientes cuadrados de variacién fueran 4, entonces W, seria 1.73 minu-
tos, 10 que significa un 800% de aumento.

G/G/m Template
Allen-Cunneen Approximation
4.8

1
6
0.5
0.5

4.8
0.8
0.82322
0.517772

0.215738
1.035544

1.215738
5.835644
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PROBLEMAS

Grupo A

Los problemas | a 4 se refieren al ejemplo 18,

1 NBD opina que e nivel de afluencia es satisfactorio si
¢l niimere promedio de clientes en la cola es igual al nime-
ro de servidores. De acuerdo con la informacion proporcio-
nada en el ejemplo, jcuat es la tasa de legadas maxima que
pueden manejar en forma satisfactoria los seis servidores?
2  Demuestre qué tanto depende del niimere de servidores
el tiempo promedio que un cliente debe esperar un cajero.
3  Determine, mediante el uso de tablas de datos, como
afecian los cambios en el coeficiente cuadritico de variaciim
para tiempos cnlre fegadas y de servicio el nimero prome-
dio de clientes en la sucursal de NBD.

4 Suponga que un cajerc cuesta 30 dolares por hora. Su-
ponga que ef banco evalia el tiempo de un cajero en NBD

en ¢ délares por hora. Muestre cdmo las variaciones ¢y
afectan el nomero de cajeros que N3D debe utifizar

5 Un promedio de 230 clientes por hora llegan a un con.
trelador de boletos de Southbest Airhines, er donde trabajun
ocho agentes. Cada agente puede atender en promedio a
clientes por hora, Bl coeficiente cuadratico de variacion pa-
ra los tiempos entre legadas es 1.5 y 2 para los tempos de
Servicio.

a ;Cudntos clientes, en promedio, estardn presentes en

cl controlador de boletos?

b ;Cuanto fendrd que esperar, en promedio, un cliente

a un apente?

20.15 Modelos de fincas de espera con prﬂferenﬂiasT

Hay muchas situaciones en las cuales los clientes no son atendidos conforme van legan-
do (FCFS). En la seccion 20.1 se estudia también el servicio segln las disciplinas de
lineas de espera en orden aleatorio, SIRO, y segin LCES. Sean Wycrs, Wsiro ¥ Weers
las variables aleatorias que representan el tiempo de espera de un cliente en los sistemas
de lineas de espera segin las disciplinas FCFS, SIRO y LCFS, respectivamente. Se pue-

de demostrar que

E(Wecrs) = E(Wgiro) = E(Wicrs)
Por lo tanto, el ticmpo promedio (estado esiable) que un cliente pasa en cl sisteina no de-
pende de cudl de las tres disciplinas se escoja. También se puede demostrar que

var WFCFS < var \VSII{O < var ‘VLCFS

1)

Como una varianza grande se relaciona por to reguiar con una variable aleatoria que tie-
ne una probabilidad relativamente grande de asumir valores extremos, la ecuacidn (61)
indica que lo mas probable es que ocurran tiempos de espera relativamente grandes con
una disciplina LCFS y menos probable que se presenten con una FCFS. Iis razonable por-
que en un sistema LCFS, un cliente puede tener suerte e ingresar en forma inmediata al
servicio, pero también puede ser lanzado al final de la cola. No obstante, el cliente no
puede ser enviado al final de una larga cola en FCFS, de modo que una espera muy lar-

pa es relativamente improbable.

Tin muchas compaiiias, ¢l orden en el cual se atiende a los clientes depende del “tipo”
de cliente. Por ejemplo, en las salas de urgencias de los hospitales sc atiende a los pacien-
fes muy graves antes que a los olros pacientes. Asinismo, cn muchos sistemas computati-
zados, los trabajos mas grandes no entran al servicio antes de que todos los trabajos mas
pequeiios que estén en la cola hayan sido completados. Los modelos en los cuales un tipo
de cliente determina el orden cn el cual los clientes pasan al servicio se denominan mode-
los de lineas de espera con preferencias.

El signiente escenario abarca diversos modelos de lincas

de espera que se rigen scgin

prioridades (sin olvidar todos los modelos que se estudian en esla seccidn. Suponga que
hay # tipos de clientes (tipo 1, tipo 2, . . ., lipo n). Los liempos entre liegadas de los clien-

tes tipo / estan distribuidos en forma exponencial con una tasa
pos entre llegadas de tipos distintos de clientes son independientes. El tiempo de ser
de un cliente tipo i se representa mediante una variable aleatoria 8, (ho necesariaimn

A;. Se supone que los tiem-
vicio
ente

exponencial). Se supone que los lipos de clientes de namero mas bajo tienen prioridad
sobre los tipos de clientes de niimero superior.

*Egta scecion trata temas que se padiian omitic sin perder la contimidad.

N B3 Y a4

cawienr o Tenifa de lmeas de espera (lambidn teoria de colas)



Modelos con preferencias sin prioridades

Al inicio se tratan los modelos con preferencias sin prioridades (Nonpreemptive Priorily
Models). En un modelo sin prioridades, no se puede interrumpis el servicio de un clien-
te. Después de que cada servicio se complela, €l siguiente cliente en entrar al servicio se
elige dando prioridad a los tipos de clientes de ntimero mas bajo (sin tomar en cuenta
FCFS). Por ¢jemplo, sin = 3y estan presentes tres clientes tipo 2 y cuatro tipo 3, el si-
guiente cliente en pasar al servicio seria e} cliente tipo 2 que, entre los de su tipo, fue ¢

primero en ilegar.
Segin Ia notacion de Kendall-Lee, un modelo con preferencias sin prioridades se re-

presenta poniendo en la cuarta caracteristica NPRP. Para indicar los diversos tipos de clien-
tes, se escribe un subindice i en las primeras dos caracteristicas. Por lo tanto, M#G /- -

representaria una situacién en la cual los tiempos entre llegadas para ¢l clientc tipo i-Exi-

{ mo son exponenciales y los tiempos de servicio para el cliente tipo i-¢simo tienen una

distribucion general. En lo que sigue, sean

W, = Tiempo de espera en estado estable que pasa un cliente tipo & en la cola.
W, = Tiempo esperado en estado estable en el sistema que pasa un cliente tipo &
en la cola.
L, = Numero esperado en estado estable de clientes tipo k que esperan en fa cola.
L, = Nutmero esperado en estado estable de clientes tipo & en el sistema.

S A T

ERT—

Modelo M;/G;/1/NPRP//c

El primer resultado se relaciona con el sistema de un solo servidor, M{G/1/NPRP/eofeo
sin prioridades. Definamos p; = ﬁ‘_, ap =0y a;= Sk Suponemv:)sT que

Z Ao
i=1 M
Entonces,
k=n
> MESDHR2
k=1
W, =-————"—"—"""°7
* T (1 = a1~ @)
L. =AW
ak &Y qk | (52]
Wk_ = qu + —
x
Lk = l\ka

En el ejemplo siguiente se itustra el uso de la ecuacién (62).

CEJEMPLO 19 .. Preferencia en el servicio de copiado -

Un centro de copiado da preferencia a los trabajos pequefios y no a los grandes. Los tiem-
pos entre llegadas para cada tipo de trabajo son exponenciales, y llega cada hora un pro-
medio de 12 trabajos pequefios y seis trabajos grandes. Sea trabajo tipo 1 = trabajo pe-
quefio y trabajo tipo 2 = trabajo grande. Luego nos indican que

E(S,) = 2 minutos ESD =6 minutos” = _6%)6 hora”

B(S,) = 4minutos  E(S3) = 18 minutos” = 5(‘)—0 hora®

Determine el tiempo promedio que cada tipo de trabajo pasa en ¢l centro de copiado.

- 15j esta condicion no se cumple, entonces para uno o mas tipos de clientes, no existe tiempo de espera cn es-

tado estable.
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1128

Selucion  Sabemos que A = 12 trabajos por hora, A, = 6 trabajos por hora, g, = 30 trabajos por
ho_ra Y 4o = 15 trabajos por hora. Luego p, = i—ﬁ =4dyp, = Tﬁs =4 Comop + p, < |
existe un estado estable. Ahora, ¢y = 0,4, = 4y a; = 4 + 4 = 8 Enfonces, la ecuy-

cidn (62) genera,
; {
t2 6] ——
(6{)0) o (zoo) 30

W = = 2 = L 206 = (.042 hora
(1 01 — .4) s}
| 1
12 —— 6 ——
(600) ’ (200) 30
2 i 2 1200
W, = = =02 ¢
72 (1 — .4)(1 _ 8) ]2 08 h()la
Asimismo,
W, =Ww, + S 0.042 + 0.033 = 0.075 hora
Hn
7 Wy, = Wy + L 0.208 -+ 0.067 = 0.275 hora
He

Por lo tanto, como se esperaba, los trabajos grandes pasan mas tiempo en el ceniro de co-
piado que los trabajos pequeiios.

R R

Modelo M;/G;/1/NPRP/~/~ con costos de espera
(que dependen del cliente

Considere un sistema con preferencias, sin prioridades y con un solo servidor, en el cual
se genera un costo ¢; por cada unidad de ticmpo que un cliente tipo & pasa en ci sistema,
Si deseamos minimizar el costo esperado que se genera por unidad de tiempo (en el es-
tado estable), ;qué orden de preferencias debe haber en los tipos de clientes? Suponga
que » clientes estan numerados como se indica

Crjby = Cafly = - = - = Cpfhy (53]

Enlonces, el costo esperado se minimiza dando ta preferencia mas alta a los clientes tipo
1, la preferencia siguiente a los clientes tipo 2, y asi sucesivamente, y la preferencia me-
nor a los clientes tipo n. Para ver por qué esle orden de preferencia es razonable, obser-
ve que cuando un cliente tipo & esté recibiendo atencion, el costo de salida del sistema a
una tasa ¢y Por lo tanto, ef costo sc puede minimizar dando la preferencia mayor a los
tipos de clientes con los valores mas grandes de cjpay.

Como un caso especial de cste resullado, suponga que deseamos minimizar L, el ni-
tnero esperado de trabajos en el sistema. Seac, = ¢; = - - - = ¢, = |. Entonces, en cual-
quier momento, el costo por unidad de tiempo es igual al nimero de cliendes en el siste-
ma. Por lo tanto, ¢l costo esperado por unidad de tiempo es igual a L. Ahora (63) se vuelve

L e

Ha Ho Ha

B2 M= = My, o bien,

Por lo tanto, podemos concluit que el niimero esperado de trabajos cn el sistema se mi-
nimiza si se da la preferencia mas alta a los tipos de clientes con el tiempo de servicio
medio mas pequefio. Esta disciplina de preferencia se conoce como disciplina de tiempo
de proceso mds corto (shortest processing time, SPT). -
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Solucion

S EJEMPLO 20

Modelo M;/M/s/NPRP/oo/oo

S deseamos obtener resultados analiticos manejables en los sistemas de preferencia con
varios servidores, debemos suponer que los tiempos de servicio de cada tipo de cliente s¢
apegan a una distribucion exponencial con media :u y que los tiempos entre llegadas de
los clientes tipo i siguen una distribucion exponencial con tasa A; Dicho sistema con &
servidores sc representa con la notacion M/MIs/NPRP/eofeo. Para este maodelo,

OED)
spll a1~ ag)

W =

(64)

En (64)

ap = 0y P(j = s) se obtience de la tabla 6 para un sistema de s servidores con

YR R .Y
St

El uso de la ecuacion (64) se ilustra en el ejemplo 20.

- -Respuesta de 1a policia

La municipalidad de Gotham ticne cinco patrullas. EI departamento de policia recibe dos
tipos de Jlamadas: urgentes (tipo 1) y no urgentes (tipo 2). Los ticmpos entre llegadas pa-
ra cada tipo de llamada estin distribuidos en forma exponencial, con un promedio de 10
llamadas urgentes y 20 no vrgentes que s¢ reciben cada hora. Cada tipo de llamada tiene
un tiempo de servicio exponencial, con una media de 8 minutos (suponga que, €n prome-
dio, 6 de los 8 minutos cs ¢l recorrido desde la estacién de policia hasta la llamada y re-
preso a la estacion). Las llamadas urgentes tienen preferencia respecto a las llamadas que
no Jo son. ;Cuanto tiempo, en promedio, transcurre entre ¢l momento que se hace la lla-
mada no urgente y la llegada de una patrulla?

Tenemos que s = 5, Ay = 10 llamadas por hora, A, = 20 flamadas por hora, g = 7.5 lla-

madas por hora, p = ;‘z;g;’ = 80,a9=0,a01 = 3'7(_]5 =.267Tya, = l‘%‘l = .80. D¢ acuer-

do con la tabla 6, cons = Sy p = .80, P(j = 5) = .55. Entonces, con (64) se obticne

B 55 .55 _ :
Wp = 57501 — 2671 — 80) =S50 0.10 hora = 6 minutos

El tiempo promedio entre ¢l momento en que S¢ hace la llamada no urgente y la llegada
de la patruila es W -+ (%) (tiempo total del viaje por llamada) = 6 + 3 = 9 minutos.

Preferencias con prioridades

Concluimos el estudio de los sistemas de lineas de espera con preferencias con el andli-
sis del sistema de lineas de espera con prioridades y un solo servidor. En un sistema
de lineas de espera con prioridades, un cliente con preferencia baja {digamos un cliente
tipo i) puede ser sacado del servicio siempre que llegue un cliente con preferencia supe-
rior. Cuando ya no haya presentes clientes con preferencia alta, el cliente tipo i desplaza-
do reingresa al servicio. En un modelo con prioridades y reanudacién, el servicio de
un cliente continia desde el punto donde fue interrampido. En el caso de un modelo con
prioridades y repeticion, cl cliente inicia de nueva cuenta el servicio cada vez que rein-
gresa al servicio. Naturalmente, si los tiempos de servicio esian distribuidos exponencial-
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mente, las disciplinas de reanudacion y de repeticion son idénticas. (;Por qué?) En la no-
tacion de Kendall-Lee, un sistema de lineas de espera con prioridades se denota ponien-
do en la cuarta caracteristica las siglas PRP. Ahora consideramos un sistema
M /M/1/PRP/eofeo con un solo servidor en el cual el tiempo de servicio de cada cliente ¢y
exponencial con media }'; y los tiempos entre Hegadas para el tipo i-€simo del cliente gi-
guen una distribucion exponencial con tasa A;. Entonces,

7 I
(1 — ap W1 — ap)

W =
donde gy = 0y

i=k
= A

;
i=1 M

Por razones obvias, las disciplinas con prioridades se usan raras veces si los clientes
son personas. Algunas veces se usan con “clientes” como frabajos con computadora. Me-
diante el ejemplo siguiente se ilustra ¢l uso de la ecuacion (05).

En el sistema de computadoras de la Universidad Podunk, los trabajos de Jos maestros (Ui-
po 1) sicmpre tienen prioridad ante los trabajos de los estudiantes (tipo 2). El ticmpo que
requicre cada (ipo de trabajo sigue una distribucién exponencial, con media de 30 segun-
dos. Cada hora llega un promedio de 10 trabajos de los maestros y 50 de los estudiantes.
Cuil es el tiempo promedio entre ¢l momento en que un estudiante envia su trabajo y el
momento en que se termina su trabajo? Suponga que los tiempos entre llegadas son ex-
ponenciales.

Solucian  Sabemos que g = 2 (rabajos por minuto, Ay = % de trabajo por minuto y A, = % de tra-
bajo por minuto. Entonces,
1
: 6 1
ap = 0, ay = = a, =+

2 12’

La ecuacion {065) genera

12 . .
= — minutos = 1.09 minutos

"

Transcurrira un promedio de 1.09 minutos entie el tiempo en el que ¢l estudiante envia cl
trabajo y el momento en que lo tenmina.

PROBLEMAS

Grupo A

1 El profesor de inglés, Jacob Bright tienc una mecanogra- cion, y que los (rabajos de investigacion lienei} prefercncia
fa, que escribe durante ocho horas al dia. £l ie entrega tres subre las notas de clase. Si se supone que el sistema es $i0
tipos de trabajos: exdmenes, trabajos de invesligacion y no- prioridades, determine el liempo previsto que el profesor
tas para las clases. Se cuenta con la informacion de la tabla Bright tendra que esperar anles de que cada tipo de trabajo
10. El profesor Bright ha indicado a la mecandgrafa que fos esté terminado.

examenes fienen preferencia sobre los trabajos de investiga-
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TaBLA 10

Tigo de Frecuencia £(S) E($H)
trabajo (ntmero por dia}  {horas)  (horas)’
Exdmencs 2 i 2
Trabajo de investigacion 0.5 4 20
Notas de clase 5 0.5 0.50

2 Suponga que un supermercado aplica un sistema en el
cual todos los clientes forman una sola cola en la cual espe-
ran al primer cajero desocupado. Suponga, ademids, que el
tiempo de servicio para un cliente que compra & productos
esté distribuido en forma exponencial, con una media de &
segundos. Asimismo, un cliente que compra & productos
siente que ¢t costo de espera en la cola es de un dolar/k por
minuto. Si los clientes pueden ser asignados a preferencias,
;qué asignacion de preferencias minimizaria el costo de es-
pera previsto por los clientes del supermercado? ;Por qué
seria una funcion decreciente de & el costo por minuto de la
espera de los clientes?

3 Cuatro médicos trabajan en una sala de urgencias de un

hospital, que atiende a tres tipos de pacientes. El tiempo que
un médico gasta con cada tipo de paciente esté distribuido en

forma exponencial, con media de 15 minulos. Los tiempos
entre llegadas de cada lipo de cliente son exponenciales, y ¢l
nimero promedio de llepadas por hora de cada tipe de pa-
ciente es como sigue: tipo |, tres pacienies; tipo 2, cinco pa-
cientes; tipo 3, tres pacientes. Suponga gue 105 pacientes del
tipo | tienen la mayor preferencia, y que los pacientes def ti-
po 3, lamenor preferencia (no se permite la prioridad). ;Cudl
es el promedio de tiempo que cada tipo de paciente debe es-
perar antes de ver a un médico?

4  Considere un sistema de computadoras al caal se envian
dos tipos de trabajos. El tiempo medio para cjecutar cada -
po de trabajo es L Los ticmpos entre llegadas por cada tipo
de trabajo son exponenciales, con un promedio de A, trabajos
tipo i que llegan cada hora. Considere las tres situaciones si-
guientes:

a Los trabajos tipo 1 tienen preferencia sobre los traba-

jos tipo 2, y se permite la prioridad.

h Les trabajos tipo 1 tienen preferencia sobre los traba-

jos tipo 2, y no se permite Ia prioridad,

¢ Tados los trabajos se atienden seg(n la discipiina

FCFS.

;En cudl sistema los trabajos tipo 1 son los que estén en me-
jores condiciones? ;Y en las peores? Conteste las mismas
preguntas para los frabajos tipo 2.

20.16 Gomportamiento momentdneo de los sistemas de lineas de espera

A lo largo de todo este capitulo se ha supuesto que la tasa de liegadas, la tasa de servi-
cio y el niimero de servidores permanecen constanies respecto al tiempo. Lo anterior per-
inite hablar razonablemente acerca de la existencia de un estado estable. En muchas si-
tuaciones, padrian variar la tasa de legadas, la tasa de servicio y el namero de servidores.
He aqui algunos ejemplos.

m Un restaurante que sirve bocadillos es el idoneo para experimentar una tasa de lle-
gadas mas grande durante el tiempo que va del mediodia a la 1:30 PM que duran-
te ofras horas del dia. Asimismo, la cantidad de servidores (en un restaurante con
servidores en paralelo) varia durante cl dia: habra més servidores durante los perio-
dos de mayor afluencia de clientela.

m Como Ja mayor parte de ataques al corazon se presenta durante la maiiana, una uhi-
dad de atencién coronaria experimentara mas llegadas durante la manana.

m La mayor parte de los clectores votan antes o después de ir a trabajar, por lo que las
casillas para votar estardn menos ocupadas durante ¢l mediodia.

Cuando los pardmetros que definen el sistema de lineas de espera varian respecto al tiem-
po, decimos que el sistema es no estacionario. Considere, por ejemplo, un restaurante de
bocadillos que abre a las 10 AM y cierra a las 6 PM. Nos interesa conocer la distribucion
de probabilidades del niimero de clientes presentes en todo el tiempo entre las 10 AM y la
hora de cierre. Estas distribuciones de probabilidad se denominan probabilidades transi-
torias. Por ejemplo, si queremos determinar la probabilidad de que por lo menos 10 clien-
tes estén presentes, esta probabilidad serd mayor a las 12:30 PM que a las 3 PM.

Ahora suponga que en el tiempo ¢, los tiempos entre llegadas son exponenciales con ta-
sa A(f). Asimismo, s(f) servidores estdn disponibles en el tiempo ¢, con tiempos de servi-
cio exponenciales y tasa p(f). Suponga, ademds, que ¢l mimero maximo de clientes pre-
sentes en cualquier momento estd dado por N. Entonces, para determinar las probabilidades
momen(aneas, escoja un segmento pequefio de tiempo Af y suponga que cuando mucho
puede ocurxir un evento (una llegada o la finalizacién de un servicio) durante un interva-
lo de duracion At. Suponga que k clientes estan presentes ahora en el tiempo ¢, y que
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m La probabifidad de uma ltegada durantc un intervalo Ac es ALYE(AL.

La probabilidad de mas de wna Tlegada durante un intervalo Af s o(A7).

Las liegadas durante intervalos distintos son independientes. '

m La probabilidad de que se complete in servicio durante un intervalo A7 esta dady
por (s{f), k)* it

g La probabilidad de que mis de un servicio sc complete durante un intervalo Az eg

ol An).

Cuando las primeras lres suposiciones rigen las llegadas, se dice que las legadas siguen
un proceso Poisson ne hemegéneo. La suposicion implica gue, dadas la tasa de llegadas
y la tasa de servicio, el nimero csperado de llegadas, fa finalizacion del servicio, o am-
has situaciones durante el A7 siguiente corresponderd con o que esperamos. La fuente del
error en nuestra aproximacion es e} hecho de que por lo menos dos eventos pueden ocurir
duranie un tiempo Ar. La probabilidad de que esto suceda es o{Af), de modo que si hace-
mos Af lo suficicnte pequeiio, la aproximacion no debe ocasionar grandces errores al calcu-
lar las probabilidades momentaneas.

Alora definamos P,(f) como la probabilidad de que /i clientes estén presentes en cl
ticmpo ¢. Supondremos (aunque no €s hecesario), que el sistema iniciaimente esta vacio,
de modo que Py(0) = 1 y para i > 0, Po(i) = 0. Entonces, dado que conocemos (1),
podemos estimar Pt -+ Af) como sigue

Polr + A1) = (1 — ADANP(0) + 1(NALP(D)
Pt + Ay = MOMP;_ () + (1 — MDA — min{s(£), Hp(DAHP(L) + min(s(i),
i+ DuDAP (O, N—t=i=|

Pt + Ay = MDAy (1) + (1 — mins(), Myp{NYALP (1)

Como se establecid previamente, estas ecnaciones se basan en la suposicion de que si el
estado es i en el momento 1, entonces durante el siguiente Az, la probabilidad de una lie-
gada es A(f) At, y la probabilidad de que se complete un servicio es min (s(?), H(NAL
La primera ecuacién se infiere después de observar que estar en el estado 0 en el tiempo
1 + At solo puede suceder si estuviéramos en el estado 1 en el tiempo ¢ y se completara
un servicio durante el Af siguiente, o bien, si estuviéramos en el estado 0 en el tiempo ¢
y no ocurriera ninguna flegada durante el siguientc At. La scgunda ecuacion se deduce
después de observar que para N — 1 =i =1, solo podemos estar en el estado i en el
tiempo f -+ At st ocurre una de las situaciones siguientes:

m Si cstamos en el estado i — 1 en el tiempo ¢ y hubiera una legada durante el A/ si-
guienlc.
m Si cstamos en el estado i — 1 en el tiempo ¢ y se completa un servicio durante el
At siguicnte.
m Si estamos cn el estado i en el ticmpo 4, y no ocurre ninguna llegada ni se comple-
{a un servicio dugante el Af siguiente.
La ecuacion final se deduce después de observar que para estar en el estado N en el tiem-
po ¢ + At, debe ocurrir una de las dos situaciones siguientes:
m Estamos en ¢l estado N — 1 en ¢l tiempo ¢ y ocurre una llegada durante el At si-
guicnte. ,
m Bstamos en el estado N en el tiempo £, y no se completa ningin servicio durante cl
siguiente Af.

Mediante ¢l ejemplo siguiente se ilustra como podemos usar las aproximaciones pata de-
terminart las probabilidades momentaneas en ¢l caso de un sistema de lineas de espera
no estacionario.

Un pequefio restaurante de bocadillos pretende modelar €l ajetrco que ocurre a la hora del
almuerzo. [) restaurante abre 2 las 11 AM y todos los clientes esperan en una sola cola

L ey Taneda de laaae dn aenera fambion lensda de colas)



restaurant.xis

Solucidn

TaBLA 11

Tiempo ' Tasa de liegadas por hora
11-11.30 AM 30
i 1:30 AM—mediodia 40
Mediodia-12:30 PM 50
12:30 PM--1 PM 60
P PM-130 PM a5
1:30 PM-2 PM 25

para hacer su pedido. La tasa de llegadas por hora en los diferentes momentos ¢s coino
se indica en la tabla 11. Las llegadas siguen un proceso Poisson. El restaurante tiene la
capacidad de atender a un promedio de 50 personas por hora. L.os tiempos de servicio son
exponenciales. La gerencia quierc modelar la distribucion de probabilidades de clientes
desde las 11 AM a las 2 PM.

a Estime el namero promedio de personas en la cola o en servicio a las 12:30 PM.
b Estime el nimero promedio de personas en la cola o en servicio a las 11:30 M.
El problema esté cn el archivo restaurant.xls (las funciones de Excel estan como en el pa-

quete en inglés). (Véase figura 40.) Usamos incrementos de tiempo de S segundos y pro-
cedemos como se indica;

Pasat  Calculamos, en E4, la probabilidad de que se complete un servicio en 3 s al mui-
tiplicar la tasa de servicio por hora por At = 1/720.

Paso 2 Usamos el comando de Excel DATA FILL en la columna A para generar tiem-
pos, con incrementos de 5 segundos, que van desde 0 hasta 10 800 (2 PM).

Pasa 3 Al copiar la formula siguiente desde B11 hasta B11:B2171,
A11/3600
convertimos los segundos en horas.
Pase 4 Al copiar la formula siguicnte desde C11 basta C12:C2171
=VLOOKUP(B11,$G$2:3H$7,2)/720

buscamos la tasa de llegadas por hora para el tiempo actual y la convertimos a tasa de
llegadas por 5 segundos al multiplicar la tasa de llegadas por hora por Ar = 1/720. Ob-
serve que la tasa de llegadas es en alto grado no estacionaria. Este hecho afectara en gran
medida el nivel de congestion del sistema.

Paso 5 Suponemos que estard presente un méximo de N = 30 clientes. Por lo tanto, ne-
cesitamos 31 columnas para calcular la probabilidad de que 0, 1,...30 personas esitn
presentes en cada momento. En el tiempo 0, suponemos que el restaurante estd vacio, de
modo que la probabilidad de que 0 personas estén presentes es igual 1. Para i por lo me-
nos 1, hay una probabilidad de 0 de que 7 personas estén presentes. Esta probabilidades
se ingresan en el renglén 11 de las columnas D-AH.

Paso 6 La probabilidad de que nadie esté en el sistema en el tiempo 5 segundos se calcu-
la en la celda D12 con ayuda de la formula

=(1-C11)*D11+sprob*Ell
Esta formula establece la primera de las ecuaciones de aproximacion.
Paso7 Al copiar la formula siguiente desde la celda E12 hasta E12:AG12
—$C11*D114(1-$CI 1-sprob)*E11+sprob*F11

calculamos la probabilidadde que 1,2, .. ., 29 personas estén presentes después de 5 se-
pundos. Esta formula establece la sepunda ecuacion de aproximacion.
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FIGURA 40
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5 25
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10 [Time Hour Arrival Prob  |Prob O Prab 1 Prob 2 Prob 3 Prob 4 |
11 0 0 0.04166667 1 0 0 6l ol
12 5| 4.001389] 0.04166667 0.958333| 0.041667 0 0 G
13 10| 0.002778| 0.04166667| 0.921296| 0.076968| 0.001738 0 a
14 15; 0.004167! 0.04166667| 0.888254] 0.106924! 0.00475 7.23E-05] g
15 20| 0.005556] 0.04166667| 0.858669| 0.132384| 0.008683 0.000262| 3.01E-05|
16 25| 0.006944| 0.04166667| 0.832084] 0.154055| 0.013252] 0.000595 1.36E-05
17 50| 0.008333| 0.0416666/| 0.808112] 0.172528] 0.01824] 0.001082| 3.09E.0%]
18 35{ 0.009722] 0.04166667| 0.786422] 0.188297] 0.023477| 0.001724 7.79E-05
19 40| 0.011111] 0.04166667] 0.766731| 0.201773[ 0.028834] 0.002516] 6.000141
20 45]  0.0125{ 0.04166667} 0.748795| 0.213303[ 0.034212] 0.003448| 0.000237

Faso 8 La probabilidad de que 30 personas estén prescutes después de 5 segundos se
caicula en la celda AHI2 con la formuta

=(l-sprob)*AHIT+CI1*AG1]
Asi se plantea la tercera ecuacién de aproximacion.
Pasa 8 Selecciouc el intervalo de ceidas D12:AHI2 y sitie el cursor sobre el cruce de
la esquina inferior derecha de la celda AH12. Ahora, con un doble clic con el boton iz-
quierdo del raton copiard las formulas en D12:AHI2 hacia abajo para que corresponda
con el niunero de renglones de la colutnna C. Por lo tanto, ya lerminamos los calculos de

la distribucién de probabilidades de los clientes desde las 11 AM hasta las 2 PM. Véase
la figura 41,

Parte (a) El nimero esperado de clientes presentes a las 12:30 PM se calcula en ia cel-
da K5 (observe que el renglon 1091 tiene tiempo 1.5 h, es decir, 5400 s) con la formula

=SUMPRODUCT($D$9:$AHS9,D1091: AH1091)

Encontramos que estara presentc un promedio de 6.25 clientes a las 12:30 PM.

FIGURA 41
2 | 0 30
i3 Israle 50 0.5 40 minules
‘4 Isprob 0.069444 1 50 )
-5 1.5 60 Mean # 6.253338|Mean# 1.430961
6 - 2 35 12:30 11:30
7| 2.5 25
B o
‘g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 30
10|Prob 0 |Prob 4 Prob 2 Prob 3 Prab4 Prob 5 Prob 6 Prob 7 Prob 8 Prob 9 Prob 30
11 1 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0
121 0958333] 0.041667 4] 0 0 0 0 0 0 0 0
13§ 0.921296| 0.076968] 0.001736 4 Q 0 0 0 0 0 0
14} 0.888254] 0.106924| 0.00475] 7.23E-05 0 0 0 0 0 0 0
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parte [b) Observe que el rengion 371 es el tiempo 11:30 AM. En la celda M5, la
formula

—SUMPRODUCT(D9:AH9,D371:AH371)

muestra que se espera que solo un promedio de 1.43 clientes estén presenies a las 11:30.

PROBLEMAS

Grupo A

2 Las casillas para votar estin abiertas en Gotham Cily
desde fas 11 AM hasta las 6 PM. La ciudad cuenta con tres
mAquinas pata votar. Se requiere un promedio de 1.5 minu-
tos (distribucién exponencial) para que un elector termine de
votar. La tasa de llegadas de los electores en todo el dia es
como se indiea cn la tabla 12. ;Cudl es la probabilidad de

1" Se usa una sola maquina entre las 8 AM y Ias 4 PM pa-
ra tomat electrocardiogramas. Hay tres lugares para csperar,
y cualquier paciente que llegue, y no encuentre espacio pa-
ra 61, es una pérdida para cl sistema. La tasa de llegadas por
hora en el tiempo #¢ = Qes 8 AM y + = 8§ es 4 PM) estd

dada por

it at que toda la votacién se complete a las 6:30 PM?
M) = 9.24 — 1.584 cos(m) + 7.897 sen(3 02)
| : TABLA 12
i il
— 10434 COS( 4.53) +4.293 COS(EBZ) Tiempo . Tasa de legadas par hera
Suponga que los tiempos de servicio son exponenciales y 11 AM-mediodia 80
que se ejecuta un promedio de 7 electrocardiogramas por Mediodia—1 PM 125
hora. Supm_lga, asimismo, que las ilcgac!as §¢ apegan a un 1 PM—2 PM 110
proceso Poisson no homogéneo, Determine como varia du- 2 PM-3 PM 90
rante el dia Ia probabilidad de que el sistema pierda a un pa-
ciente que llegue y no encuentre lugar disponible, 3 PM—4 PM 80
4 PM-5 PM 70
5 PM-6 PM 100

TRasado en Kao (1996).

RESUM EN Distribucion exponencial

Una variable aleatoria X sigue una distribucion exponencial con pardmetro A si la densi-
dad de X se obtiene con

=i (=0

Entonces,

1 |
EX y y var X = 32
La distribucién exponencial tiene la propiedad de carencia de memoria. Esto quiere de-
cir, por ejemplo, que si los tiempos entre llegadas estan distribuidos en forma exponen-
cial con tasa o pardmetro A, entonces, sin importar cudnto tiempo pasé desde la Gltima
lHegada, hay una probabilidad AA? de que ocurrird una llegada durante las siguientes uni-
dades de tiempo Af.

Los tiempos entre llegadas son exponenciales con parametro A si y solo si el nimero
de legadas que ocurran en un intervalo de duracién ¢ sigue una distribucién Poisson con
parametro A/, La funcién de masa para una distribucién Poisson con parimetro A se ob-
tiene con

—Ay

P(N=n) =© =012

Resumen 1135
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Distribucion Eriang

Si los tiempos entre llegadas o de servicio no son exponenciales, entonces se puede usar
con frecuencia, una variable aleatoria Erlang para modelarlos. Si F es una variable aica:
toria Erfang con parametro de proporcionalidad R y parametro de forma k, la densidad de
T se estima con

RRN< e

/ - (=
/ (k — 1)! )

_k k

E(T) = R y var T = ra

Procesos de nacimiento-muerte

Por lo que se refiere a estos procesos, la probabilidad de estado estable (#7;) o fraccion del
tiempo que el proceso pasa ¢n el estado j se puede determinar a partir de las ecuaciones
de balance de flujo siguientes

(j=0) Modp = ik

(=1 (A y)m = AgTip + o

(/=2) (A + pz)m = Ay + pam

{ /-ésima ecuacion) (A + ) = Ayt e T

La j-ésima ccuacion de balance de flujo establece que el numero esperado de transicio-
nes por unidad de tiempo fuera del estado j = (nimero esperado de transiciones por
unidad de tiempo en el estado j). La solucion de las ecuaciones de balance se determi-
na mediante
. AO’\I"'/\jml =12
m=ag———— —  (J=12,..)
20T L5 AR £

vy el hechode que mg + m +--- = 1.

Notacion para las caracteristicas de los sistemas
de lineas de espera

= probabilidad de estado estable de que ; clientes estén en el sistema

t"x.“‘.“

= nimero esperado de clientes en el sistema
L, = cantidad esperada de clientes formados en ia cola
L, = cantidad esperada de clientes en servicto
W = ticmpo esperado que un cliente pasa en el sistema
W, = tiempo esperado que un cliente pasa en la fila
¥, = tiempo esperado que un cliente pasa en el servicio
A = cantidad promedio de clientes por unidad de tiempo

it = cantidad promedio de servicios terminados por unidad de tiempo
(tasa de servicio)

p = — = intensidad de trdnsito o factor de utilizacion
SiL
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Modelo M/M/1/GD/oc/

Si p = 1, no existe estado estable. Para p < |,

m=p (0 =p (=012
L= A
oA
L, ——2
M — A)
Ly =p
wo— —1
w— A
A
T (e — A
W, =
um

(Las wiltimas tres formulas se obticnen de las formulas de L, L, y L, por medio de la re-
lacion L = AW)

Modelo M/M/1/GD/c/«

SiA#
__l=r
To — 1
'n}-ijvTo (j=L2,...,¢
;=0 (j=ctlLec+2,..)
_ ol — e+ Dt ep™
(1 -p"Nh1 = p)
SiA=p,
i .
;= T G=01...,0

Para todos los valores de A y p,

Ly=L— L
L
W e
M1 — )
KD Y4 IR
W, =
M

Raciimen 4497



Miodelo M/RFISIGIBfoof oo

Sip = 1, no existe estado estable. Para p <2 1,

Ty —

R e
N (sp} N {(sp)
= s —p)
spy
T
/!
spy
'JT,-:([)W‘“ (=55 + 1 s+2 ..
' sl 70
spY
P(j=y) = —(—BL—Q— (calculado en tabla 6)
s — p)
P(j=s
L, = (/= s)p
l ........ p
P(ji=s
W, = (J=3)
SiL— A
oA
I
W, = L
H
Legge
7
W= L
A
Modelo M/G/eo/ G} oof o
L=1L= A
"
|
W= =
>
Wy, =1L,=0
Modelo M/G/1/GD/ oo/
o’ = varianza de la distribucién de! tiempo de servicio
L = AMo? 4 p2
Yool =)
L=L,+p
(2
n
L
w, =1
T
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W= W, +—
L
W, — L
Jix

ﬂ—“:l—f)

Modelo de reparacion de maquinas (M/M/R/GD/K/K)

A

7
L = namero esperado de maquinas descompuestas

L, = cantidad esperada de mdquinas que esperan servicio

I¥ = tiempo promedio que una maquina pasa descompuesta

i, = tiempo promedio que una maquina pasa en espera de servicio

r; = probabilidad de estado estable de que nmiquinas cstén descompuestas

A
¢ = tasa a la cual se reparan las miquinas

tasa a la cual se descomponen las maquinas

Asimismo,

K\ ‘
m={ )p'm (G =01,...,B

J
(ﬂpjj!wo
J .
= =R+ 1LR+2,...,K
R!Rj_R (J‘ 15 2! 3 ,)
j=K
L= p jm
F=0
J=K
Ly= (j— R)m
J=R
K =K
= mh=> MK -~ m=MK— L)
Jj=0 Jj=0
L
W==
A
L
W, ==
A

Lineas de espera exponenciales en serie

Si existe un estado estable y si (1) los tiempos entre llegadas para un sistema de lineas de
espera en seric son exponenciales con tasa A; (2) los tiempos de servicio para cada ser-
vidor en la etapa i son exponenciales, y (3) cada etapa tiene una sala de espera de capa-
cidad infinita, entonces los tiempos entre llegada de los clientes a cada etapa del sistema

de la linea de espera son exponenciales con tasa A,

Resumen 1139



Modeio M/G/s/GEste

El sistema picrde una fraccion ar, de todos los clientes, y 77, depende solo de la tasa de llc-
gadas A y de la media :7 del tiempo de servicio. Con la figura 21 se puede determinar
..

Qué hacer si los tiempos enire Ilegadas o los de servicio
no son exponenciaies

Se puede aplicar una prucba chi cuadrada para determinar si los datos reales indican que
Jos tiempos enire llegadas o de servicio son exponenciales. Si el tiempo entre llegadas, o
el tiempo de servicio, © ambos no son exponenciales, entonces se podra llegar a una apro-
ximacion de L, L,, Wy W, mediante 1la formula de Allen-Cunneen.

No hay férmula o tabla que se pueda usar para calcular jas caracleristicas de opera-
cién del sistema en muchos sistemas de lineas de espera. En estos casos hay que recurnyr
a la simulacién (véanse capitulos 21 y 22).

Redes cerradas de lineas de espera

Los sistemas de manufactura de computadoras en los cuales hay un nimero constante de
trabajos presentes sc modelan, algunas veces, como redes cerradas de lineas de espera.

Sea Py la probabilidad de que un trabajo ira al servidor j después dc completar su ser-
vicio en la estacién 7. Sea P la malriz cuya entrada (i — j) es ;. Suponemos que los tiem-
pos de servicio en el scrvidor / estan distribuidos en forma exponencial con parametro fe;.
El sistema tiene s servidores, y estan presenies, en todo momento, cxactamenie N lraba-
jos. Sea n; el niimero de trabajos presentes en el servidor i. Entonces, ¢l estado del siste-
ma, en cualquier momento dado, se puede definir mediante un vector n-dimensional n =
(ny, iy, - - -, 15). Bl conjunto de estados posibles se obtiene mediante Sy = {n tal que to-
dasm;=0yn +uy+- -+, = N}.

Sea A; igual a la tasa de llegadas al servidor j. Como no hay llegadas externas, podria-
mos hacer que todas las r; = 0 y obtener los valores de las A; mediante la ecuacion uti-
lizada en la situacion de redes abiertas. Es decir,

)ljzzi)l,[)q j:1,2,...,S

Como los trabajos nunca dejan el sistema, para cada i, 25=1 Py = 1. Este hecho da lu-
gar a que la ccuacion anierior no lenga solucion tnica. Resulta que, por fortuna, pode-
mos usar cualquier solucién para ayudarnos a obtencr Tas probabilidades de estado csta-
ble. Si definimos

A;

=

i
entonces, determinamos, para cualquier estado #, sus probabilidad dc estado estable
T {n) a partir de la ccuacion siguiente:

p'lfl p’z‘z e p::s
) == o

Aqui, GIV) = Yaes, o1 P37 P5"

Ef algoritmo de Buzen proporciona una manera eficaz de estimar G(N) (en una hoja
de catculo). Una vez que tenemos la distribucion de probabilidades de estado establc, po-
demos determinar con facilidad otras medidas de efectividad, tal como la longitud de Ia
cola esperada en cada servidor y el tiempo previsio que un trabajo tarda en cada visita
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a un servidor, fraccion de tiempo que un scrvidor esta ocupado y la produccion de cada
servidor (trabajos por segundo procesados por cada servidor}. '

Con el objeto de obtener G(N), calculamos en forma recussiva las cantidades CAk) para
i=1 2, . .syk=101,..., /N Larecursion inicia con C,(k) = pf, k=0,1,....N
y C{0) = 1,i=1,2,...,s. Para otros valores de & ¢ i, generamos los valores de Ci(k)
en forma recursiva por medio de ia relacion siguiente:

Ciky = Cith) + pCilk — 1)

Luego se puede demostrar que G(N) = C(N).

Una aproximacion para el sistema de lineas
de espera G/G/m

Los tiempos entre llegadas se ajustan, la mayoria de las veces, a una variable aleatoria ex-
ponencial. Los tiempos de servicio, en cambio, no se apegan, con frecuencia, a una dis-
tribucién expouencial. Cuando los tiempos entre llegadas y los tiempos de servicio se
ajustan cada uno a una variable aleatoria no exponencial, el sistema dc lineas de espera
se denomina sistema G/G/m. En el caso de estas situaciones, no funcionan las plantillas
analizadas en las secciones anteriores de este capitulo. La aproximacion de Allen-Cun-
neen proporciona, por fortuna en muchas ocasiones, una buena aproximacion de L, W, L,
y W, para sistemas G/G/m. El archivo ggm.xls pone en practica una hoja de calculo con
la aproximacién de Allen-Cunneen. El usuario solo tiene que escribir la informacidn si-

guicnte:

El niimero promedio de Hegadas por unidad de tiempo (A) en la celda B3.
La tasa promedio a la cual se atiende a los clientes (zt) en la celda B4.

El nimero de servidores (s) en la celda BS.

E! coeficiente cuadritico de la variacién —(varianza de tiempos entre llegadas)/tiem-
po promedio entre lNegadas)’— de los tiempos entre llegadas en la celda B6.

m El coeficiente cuadratico de la variacion —(varianza de tiempos de servicio)/(tiem-
po promedio de servicio)’— de los tiempos de servicio en la celda B7.

La aproximacién de Allen-Cunneen es exacta si os tiempos entre llegadas y los tiempos
de servicio son exponenciales. Las extensas prucbas de Tanner indican que, en una gran
diversidad de situaciones, los valores de L, W, L, y W, obtenidos mediante la aproxima-
cion cstan a 10% de sus valores verdaderos.

Comportamiento transitorio de los sistemas
de lineas de espera

Definimos P{f) como la probabilidad de que i clientes estén presentes en el tiempo £. Lue-
go suponemos (aunque no es necesario), que el sistema esté al principio vacio, de maodo
que Po(0) = 1 y para i > 0, Po(i) = 0. Entonces, dado que conocemos P,(f), podemos
estimar Pt + Af) como sigue

Po(t + At = (1 — MOADNP() + p(DAP ()

P{t + A = MDAP;_ () + (1 — MOAL — min(s{0), HpNAHP () + min(s(2),
i+ DuWAP (O, N—-1=i=1

Puft + AN = MOAPy—1 (1) + (1 — min(s(5), N)(1)AIP A1)

Estas ecuaciones se basan en el supuesto de que, si ¢l estado es i en el tiempo ¢, enton-
ces durante el Af siguiente, la probabilidad de una llegada es A(/) A1, y la probabilidad de
que termine un servicio es (s(f), NHu{NAL
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PROBLEMAS

Grupo A

T Los autobuses llegan a 1a parada del centre del pueblo y
salen de la parada del bulevar, Las experiencias anteriores
indican que 20% de las veces, ¢l intervalo entre autobuses
¢s de 200 minutos; 40% de las veees, el miervalo ey 40 -
nutos. y 40% de las veces, el intervalo es de 2 horas. Si ape-
nas llegu¢ a la parada del centro de la ciudad, ;cudnto tiem-
pe en promedio debo prever que voy a esperar el autobtis?
Z  Las mscripeiones en la universidad del estado proceden
como sigue: jos estudiantes. al entrar al vestibule de inserip-
ciones, los estudiantes primero se forman para inscribirse a
tas clases. Un solo empleado maneja la inscripcidn a las cia-
ses, y se farda un promedio de dos minutos atender la ms-
cripcion de un estudiante. Luepo, el esludiante debe esperar
en otra fila para pagar la inscripcion. Un solo empleado
aliende los pagos de Ia inscripcion, Este empleado se tarda
un promedio de dos minutos en procesar el pago de un es-
tudiante. Entonces, el estudiante abandona el edificio de ins-
cripciones. Un prommedio de 15 estudiantes por hora llega al
lugar de las inscripciones,
a  Silos tiempos entre llegadas y de servicio son expo-
nenciales, joudl es el tiempo previsto que wn estudiante
pasa en el lugar de las inscripciones?
b ;Cudl es ia probabilidad de que en los cinco minu-
tos proximes entren exactamente dos estudiantes al ves-
tibulo de inscripciones?
¢ Sin mayor informacion, jeudl es la probabilidad de
que durante los lres minutos proximos ningin estudian-
te llegue al escritorio del empleado que recibe los pagos
de inscripeién?
i Suponga que el sistema de inscripciones cambié, de
inodo que ahora el esiudiante se inscribe en sus clases v
paga en el mismo lugar. Si ¢l tiempo de scrvicio en es-
ic Gnico lugar se apega una distribucion Erlang con pa-
ramelro de proporcionatidad de [.5 por minuto y para-
metro de forma igual a 2, ;jcudl es el tiempo previsto que
un estudiante pasa en la cola?
3 En la oficina de correos de una pequeia ciudad, los usua-
rios esperan e una sola cola a la primera ventanilla que
abra. Un promedio de 100 usuarios por hora llega a la ofici-
na de correos, v cada ventanilla puede atender a un prome-
dio de 45 personas por hora. La oficina estima que hay un
costo ¢de 10 centavos por cada minuto que un usuario pasa
en la cola, y opina que cuesta 20 délares por hora mantener
una ventanilia abierta, Los tiempos enlre Hegadas v los tiem-
pos de servicio son exponenciales.
a Para minimizar el costo total esperado por hora,
jcuantas ventanillas deben estar abiertas?
It Siel objetivo de la oficina de correos es asegurar que
cuando mucho 5% de todos los usuarios pasaran mas de
cinco minutos en ia cola, jcuantas ventanillas deben es-
tar abiertas?
4  Un promedio de 500 personas aprueba, cada afio, el exa-
men de la barra de abogados del estado de Nueva York, e in-
gresa a la profesion de las leyes. Un abogado se dedica a la
préactica profesional de las leyes en el estado de Nueva York
un promedio de 35 afios. Veinte afos después, a partir
de hoy, ¢cuantos abopados espera que haya en el estado de
Nueva York?
5 Flay cinco estudiantes y un barrl de cerveza en una fics-
ta desenfrenada y extravagante. El ticinpo para lenar un va-

so de cerveza del barrl estd distribuido en forma exponen-
cial, con un tiempo premedio de dos minutos. B tiempo it
ra beber una cerveza también esta distribuido en form expo-
nencial, con una media de 18 minutos. Después de terminar
uira cerveza, cada estudiante regresa inmediatamertte por otra,

a ;Cuanto fiempo espera en promedio un estudiante en

la cola para conseguir una cerveza?

B Qué fraccion del tiempo no estd en uso el barril?

¢ Si cl barril contiene 500 vasos de cerveza, ;cuinio

tiempo, en promedio, tardara en vactarse el barri]?
6 La perenie de un grupo grande de empleadoes debe deci-
dir si requicre otra {otocopiadora. I3 costo de una fotocopia-
dora es de 40 dolares por ocho horas al dia aunque la ma-
quina no esté en uso, Un promedio de cualro personas por
hora necesita usar la fotocopiadora. Cada persona usa la co-
piadora por un promedio de 10 minutos. Los tiempos entre
llegadas y los tiempos de coprado estan distribuidos en for-
ma exponencial, Los empleados reciben ocho délares como
pago por hora, y suponemos que se genera un costo por la
espera cuando un trabajador hace cola o esta usando la ma-
quina. ;Cuéntas fotocopiadoras se deben rentar?
7 Un taller de lavado automitico de automoéviles asea un
vehiculo en 10 minutos. Los clientes llegan cada 15 minu-
1os, en promedio, (distribucion exponenciat).

a En promedio, jeuanios vehiculos estan formados en

espera de que los laven?

b Si el lavado de automéviles fuera mis ripido, jqué

tiempo de lavado reduciria el tiempo de espera prome-

dio a cinco minutos?
8 La compaiiia Newcoat Painling ha experimentado duran-
te algtin tiempo unna alla demanda en su servicio de repinta-
do para automdviles. Como ha tenido que rechazar negocios,
a la administracion le preocupa que el espacio limitado dis-
pounible para guardar los automodviles que esperan que los
pinten incurra en un costo por el ingreso perdido. Un peque-
iio ferreno vacio, que €sta adyacente a la compaiiia de pintu-
ra, se puede rentar, desde hace poco, durante largo tiempo, a
un costo de 10 dolares por dia. La administiacion opina que
cada clienle perdido cuesia 20 doélares en ganancias, Se esti-
ma que fa demanda actual es de 21 automoviles por dia con
tiempos entre llegadas exponenciales (incluidos los rechaza-
dos), ¥ la compaiiia puede dar servicio a una tasa exponcn-
cial de 24 automodviles por dia. Los vehiculos s¢ procesan de
acuterdo con la disciplina FCES. El espacio de espera esta {i-
mitado aliora a nueve automoviles, pero puede aumentar a 20
vehiculos si se renta ¢l terreno de al lado. Newcoals quiere
detenminar si debe rentar el lerreno. La adminisiracion tam-
bién desea conacer la ganancia esperada perdida por dia de-
bido a los clientes que rechace si llega a rentar ef terreno. 56-
lo se puede pintar un vehiculo a la vez.
9 En un restaurante exclusivo hay sélo una mesa y espacio
de espera nada mas para otro grupo. Las personas gue lleguen
cuando Ia zona de espera estd llena, se les negard Ja entrada.
La tasa de llegadas sigue unma distribucion exponencial a ra-
zon de un grupo por hora. Un grupo promedio requiere una
hora {distribucion exponencial) desde el momento en que se
{e sirve hasta que consumen sus alimentos. ;Cual es e tiem-
po pronedio que tarda un grupo csperando una mesa?
10 El duefio de un restaurante exclusivo tiene dos mesas y
sdlo un mesero. Si la sepunda mesa esta ocupada, ¢l dueiio



atiende esa mesa. Los tiempos de servicio estan distribuidos
en forma exponencial, con media de una hora, y el tiempo
entre llegadas esté distribuido en forma exponencial con me-
dia de 1.5 horas. Cuando el restaurante estd lleno, las perso-
nas deben esperar afuera haciendo cola. '

a ;Qué porcentaje del tiempo el dueiio atiende una

mesa?

b Si cl dueiio quicre pasar cuando mucho 10% de su

tiempo atendiendo mesas, jcual es la tasa de llegadas

maxima que se puede tolerar?
11 Los barcos llegan a un puerto a una tasa promedio de
2 barcos cada tres dias. En promedio, un solo grupo de tra-
bajadores requiere un dia para descargar el barco. Suponga
que los tiempos entre llegadas y de servicio son exponencia-
les. La compaiiia de embarque es duefia de las instalaciones
del puerto, asi como de los barcos que las vsan. Se estima
que a la compailia le cuesta 1000 dotares cada dia que un
barco pasa en el puerto. El personal que atiende a los bar-
cos consiste en 100 irabajadores, a quienes se les paga un
promedio de 30 délares por dia. Un asesor recomienda que
fa compaiifa de embarque contrate 40 trabajadores adiciona-
les y divida al personal en cuadriltas de 70 personas cada
una. Esto daria a cada cuadrilla un tiempo promedio de car-
ga y descarga de 3/2 dias. ;Qué arreglo de personal reco-
mendaria usted a la compaiiia?
12 Un promedio de 40 trabajos por dia llega a una fabri-
ca. El tiempo entre Ias liegadas de los trabajos esta distribui-
do en forma exponencial. La fabrica es capaz de procesar un
promedio de 42 trabajos por dia, y el tiempo para procesar
un trabajo sigue una distribucion exponencial.

a ;Cuvil es [a probabilidad de que leguen exactamente

180 trabajos a la fibrica durante un periodo de cinco dias?

b En promedio, jeudnto tiempo se requiere antes de

que un trabajo esté terminado (medido desde el momen-

to en que el trabajo llega a la fibrica)?

¢ ¢Qué fraccion del tiempo estd ociosa la fabrica?

#  ;Cudl es la probabilidad de que inicien las activida-

des sobre un trabajo luego de dos dias de que éste llegd

a la fabrica?
13 Un taller de impresion recibe en promedio un pedido
por dia. El tiempo en promedio que se requiere para termi-
nar el pedido es .5 dia. En cualquier momento, el taller pue-
de trabajar en mds de un pedido.

a ;Cuantos trabajos estin presentes en promedio en el

tatler?

b ;Cuinto tiempo tiene que esperar, en promedio, una

persona que hace un pedido hasta que estd terminado?

¢ ;Cual s Ia probabilidad de que un pedido se termi-

nard dentro de dos dias después de su legada?

Grupo B

14 Un compaiiia de ventas por correo L.L. Pea recibe un
promedio de 200 amadas por hora (los tiempos entre las lla-
madas siguen una distribucién exponencial). Los operadores
de L.L. Pea necesitan un promedio de tres minutos para aten-
der una llamada. Si el que llama escucha una sefial de ocu-
pado, L..L.. Pea supone que el posible cliente llamard a Seas
Beginning (una compaiiia competidora), y L.L. Pea perdera
un promedio de 30 dblares en ganancias. El costo de conser-
var upa linea telefénica abierta es de nueve délares por hora.
{Cuéntos operadores debe tener L.1., Pea en funciones?

15 Cada hora llega un promedio de tres clientes tipo | y
tres clientes tipo 2 a una estacion que cuenta con un solo ser-
vidor, Los tiempos entre llegadas para cada tipo de cliente

son exponenciales e independientes. Bl tiempo de servicio
promedio para un cliente tipo 1 ¢s de seis minutos, y el tiem-
po de servicio promedio para un cliente tipo 2 s tres minu-
tos (todos fos tiempos de servicio estan distribuidos en for-
ma exponencial). Considere los tres arreglos de servicio
sigutentes:
Arregla 1 Todos los clientes esperan en una sola cola y se
atienden segan la discipling FCFS.
Arreglo 2 Los clientes tipe | tienen preferencia sin priori-
dad sobre los clientes tipo 2.
Arreglo 3 Los clientes tipo 2 tienen preferencia sin priori-
dad sobre ios clientes tipo 1.
¢Que arreglo dara como resultado el tiempo de espera cs-
perado minimo para ¢l cliente? ;Que arceglo dara el tiempo
de espera esperado mayor por clicnie?
16 E! departamento de investigacion de operaciones de fa
universidad de Podunk tiene dos lineas telefonicas. Un pro-
medio de 30 personas por hora intenta liamar al departamen-
to, y 1a duracidon promedio de una llamada telefonica es de
un minuto. Si una persona {lama cuando las dos lineas estin
ocupadas, cuelga, y el sistema la pierde. Suponga que el
tiempo entre los intentos de las personas para llamar y los
tiempos de servicio es exponencial.

a ;Qué fraccidn del ticmpo ambas lineas estan libres?

£Qué fraccion del tiempo exactamente una linea estara

libre? _

b En promedio, ;cuintas lineas estaran ocupadas?

¢ En promedio, jcuanias personas que Haman colgaran

cada hora?
17" Una ciudad pequeiia tiene dos ambulancias. La ambu-
lancia 1 estd en la universidad local y ta ambulancia 2 esta
en el centro de la ciudad. Si se solicita la ambulancia desde
la universidad, ta ambulancia que esté en la institucién se en-
via, si estd disponible. Si no es asi, se envia fa ambulancia
que esta en el centro de la ciudad, si estd disponible. Si nin-
guna ambulancia esta disponible, se supone que el sistema
perdié la llamada. Si la solicitud de ambulancia proviene de
cualquier otro lado de la ciudad, se envia, si esta disponible,
la ambulancia que esti en el centro de la ciudad. Si no esta
disponible, se envia la ambulancia que estd en la universi-
dad. Si ninguna ambulancia estd disponible, se considera
que ¢l sistemna perdid {a llamada, El tiempo entre las Hama-
das sigue una distribucidn exponencial. Se recibe un prome-
dio de tres llamadas por hora desde la universidad, y un pro-
medio de cuatro ltamadas por hora desde el resto de la
ciudad. El tiempo promedio {distribucién exponencial) que
se tarda una ambulancia en responder a una llamada y en ¢s-
tar lista para contestar ofra se proporciona en la tabla 13.

a ;Qué fraccidn del tiempo estd ocupada la ambufan-

cia del centro de ta ciudad?

b ;Qué fraccion del tiempo estd ocupada la ambulan-

cia de la universidad?

¢ ;Qué fraccién de llamadas pierde el sistema?

TABLA 13

“7, % Arbulanta va @

lambelancia - e
viene de . - _ “-; - Universidad .

No a Ia universidad
Universidad 4 minutos 7 minutos
Centro de la ciudad 5 minutos 4 minutos
*Basado en Carter (1972).




d  ;Quién espers mas, cn promedio, una ambulancia?

¢Un estudiante de la universidad o una persona de a ciu-

dad?
18 Un promedio de [0) personas por hora llega (tiempo en-
tre llegadas exponenciales) con la pretension de nadar en la
YMCA. Cada una pretende nadar 30 minutos, La YMCA tie-
ne tres carriles abiertos para nadar en eflos. Si un nadador es-
ta en un carml, nada hacia artiba y hacia abajo por el tado de-
recho del carril. Si dos nadadores estan en un carril cada uno
nada hacia arriba y hacia abajo por un lado del carril. Lo na-
dadores siempre se forman en el carril donde iray en menor
minero de nadadores. Si los tres carriles estan ocupados por
dos nadadores, un posible nadador se disgusta y se va.

a8  (Qué fraccion del tiempo ires personas estaran na-

dando en los carriles?

b En promedio, jeudntas personas estan nadando en

los carriles de la piscina?

¢ Culntos carriles necesila la YMCA asignar a las

personas ue nadan en carriles para iener la sCguridad de

que cuando mucho 5% de lodos fog que desean nadyy en

carriles se disgusten y se vayan?
19" (Requicre una hoja de cilculo). Un promedio de 1)
personas por aiio solicita una vivienda piiblica en Boston, .
ta disponible un promedio de 20 unidades habitacionales po,
aiio. Durante un afho dado, hay 10% de probabilidades de que
una familia en Ia hsta de €spera encuentre un alojamiento pri-
vado y se borrara de Ia lista. Suponga que todas Jas variabieg
aleatorias pertinentes siguen una distribucién exponenciyl.

a ;Cuantas familias, en promedic, estarin en la list de

espera?

b En promedio, icudnte tiempo pasacd una familia enia

lista antes de obtener alojamiento (ya sea priblico o priva-

do)? Para fa dltima prepunta, jrecuerde que £ = A}

"Basado ¢n Kaplan (1986).
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